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TAVOLA 


CAPITOLO !.• 


Della Trigonometria rettilinea 4 

Si considersn tei cose in un triangolo rettilineo , cioè, tre angoli , 
e ire lati . Con tre di quelle sei cose li determina sempre un 
triangolo , purché vi si trovi un lato . />« «, i 

Se $’ avene una serie di triangoli calcolati sopra tutti gli an- 
goli possibili , si troverebbe necessariamente in questa serie un 
triangolo equiangolo ad un triangolo qualunque dato . a 

li seno è la perpendicolare abbassata dall’estremità d’ un arco 
sul raggio , che passa per 1’ altra estremità ; il coseno è la 
parte del raggio compresa tra il piede del seno , ed il centro ; il 
seno-verso e la parte del raggio compresa tra l’ arco , ed il 
piede del seno ; la tangente è la perpendicolare inalzala sul rag- 
gio all’estremità d’ un arco , e terminata al raggio prolungato, 
il quale passa per l’altra estremità; questo raggio prolungatosi 

chiama secante . , * 4 e 5 

Chiamasi complemento d ’ ud arco, o d’un angolo ciò che ci bi- 
sogna aggiungere , o togliere da quest’arco, o da quest’ango- 
lo per farne u quarto della Circonferenza , ovvero un angolo 
retto . 4 

I coseni , cotangenti, e cosecanti sono i seni , tangenti , e se- 
canti degli archi complementar; . 4 e S 

II coseno , ed il raggio hanno il medesimo rapporto che il seno , 

e la tangente , ovvero che il raggio , e la secante . G 

11 raggio è medio proporzionale tra la tangente , e la cotangen- 
te , ovvero tra la secante, e il coseno. 

11 quadrato del raggio i eguale alla somma de’quadrali del seno, 
e del coseno . 

11 seuo della somma , o della differenza di due archi è eguale 
al seno del primo moltiplicato pel coseno del secondo , più o 
meno il seno del secondo pel coseno del primo , il tutto di- 
viso pel raggio. 

Il coseno della somma , o della differenza di due archi i eguale 
al prodotto de' coseni di ciascuno di questi archi , meno o più 
il prodotto de’ seni , il tutto diviso pel raggio. ivi 

Da queste espressioni si deduce il seuo d’ uu arco multiplo d’un 
altro . ^ , iq 

Essendo dato il seno d’ un arco si trova il seno della sna metà . ivi 
Si chiama supplemento d’ un arco , o d’un angolo ciò che ci bi- 
sogna aggiungere, o togliere per far la semi circonferenza , ov- 
vero due angoli retti . IX 

Uu angolo ottuso ha il medesimo seno che il tuo supplemento, ivi 
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IV 


ISou sono i valori assolati dei seni , che si calcolano , ma il loro 
rapporto col raggio . Pag. i3 

La lunghezza d' un arco è maggiore di quella del suo seno , e 


Rota . Le linee, le quali sou per lutto convesse nel me Iesi ino 
senso , sono tanto più lunghe quanto più esse s’allontanano 
dalla linea retta . ivi 

Oimc possa trovarsi in una maniera molto approssimativa la 
lunghezza dell’ arco , il quale corrisponde ad un seno piccolis- 
simo. - ivi 

Nota . Serie , la quale esprime la tangente col mezzo del suo 
seno. «5 

11 seno del quadrante non è altra cosa che il raggio ; ed il seno 
del terzo di qnell'arco è eguale alla metà del raggio. ivi 

T)ella divisione del Circolo . ' 16 

11 seno della metà del quarto di Circolo è eguale a jV 1 - *8 
Della costruzione delle Tavole Trigonometriche . ivi 

Loro uso . 20 

1 seni , ed i coseni cangian di segno allorché dessi passano nel 
semi -circolo opposto a quello ove i medesimi si trovavano in 
principio. 2 5 

Le tangenti prendono il loro segno conformemente alla loro re- 
lazione coi seni , e coseni . 

lln arco negativo ha il suo seno di segno contrario a quello 
dell’ ai sitivo , ed il suo coseno del medesimo segno . 27 


Ricerca erse relazioni delle linee trigonometriche . ivi 

11 rapporto della somma alla differenza de' seni di due archi è 
lo stesso di quello delle tangenti della semi -somma , c della 
semi-differenza di questi medesimi archi . _ 3i^ 

Tavola delle formule trigouotneiriche le più usilatc. 34, e 35 
In qualunque triangolo rettangolo il raggio sta al seno d'uno de- 
gli angoli acuti come l’ ipotenusa sta al lato opposto a que- 
st’ angolo . . ... 56 

Il raggio sta alla tangente d’uno degli angoli acuti come il lato 
dell” angolo retto adiacente a quest’angolo sta al lato oppo- 
sto . ivi 

Come si calcoli un Iato qualunque d’ un triangolo rettangolo 
quando si conoscono gli altri due. 37 

In un triangolo qualunque i seni degli angoli stanno tra loro 
come i lati opposti . . . 4° 

Rapporto tra i lati d’un triangolo, ed i seni de’ suoi angoli . ivi 
Mediante la proporzione enunciata qui sopra si risolvono tutti 
i casi d’un triangolo qualunque, eccettuato quello, nel quale 
si conoscon due luti, e l’angolo contenuto, e l’altro, nel quale 
si conoscono i tre lati . 4* 

La somma di due lati d’ un triangolo sta alla lor differenza 
come la tangente della semi-somma degli angoli opposti a que- 
sti lati sta alla tangente della lor senn-differenza . 4^ 

Come si trovi immediatamente il terzo lato . 

Il seno della metà d’ un angolo è eguale alla radice quadrata 
del prodotto delle differenze tra la semi-somtaa de’ tre lati del 
triangolo , e ciascuno de’ lati , i quali comprendono l’ angolo 


minore di quella de" 
Il rapporto di queste 



•4 
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cercato, divisa pel prodotto di questi due lati , essendo preso il 
raggio per uniti. 1 l >a g- 47 

Esempj della risoluzione de’ triangoli rettangoli, ed obliquan- 
goli . ■ 48 e 49 

Applicazioni della Trigonometria all'Arte di tesar di pianta , ov- 
vero determinazione de’ punti situati tanto sopra un piano , 
quanto nello spazio per rapporto a una linea data tanto oriz- 
zontale, quanto inclinata , la quale si chiama base . ■ Si 

Nota. Come si possa misurare nn angolo. ivi 

Cosa sia la riduzione degli angoli al piano orizzontale . 56 

Determinazione d’ un punto per mezzo degli angoli formati dalle 
rette condotte da questo punto a tre altri presi nel medesimo 
piano . 5~ 

Nota ■ Sulla Livellazione . 60 

La differenza di livello di due punti è la quantità, di cui uno 
è più elevato, n più basso dcU'altro nel senso perpendicolare 
alla superficie terrestre . ivi 

Cosa sia la differeuza tra il livello apparente , ed il livello 
reale . * ivi 

Dell» risoluzione de' triangoli col mezzo delle Serie . 6t 


CAPITOLO ir 

Della Trigonometria sferica . 


► 

jf 


Co triangolo sferico è quello, che formano sulla superficie della 
Sfera tre gran Circoli , i quali si tagliano due a due. 63 
Costruzione , sulla quale riposa tutta la Trigonometria sferica, ivi 
Equazioni , le quali contengono implicitamente tutte le relazioni, 
che hanno tra loro le sei parti d’ un triangolo sferico . 66 

Nota . Espressione del volume d’ un tetraèdro per mezzo degli 
angoli compresi traile sue costole , o spigoli . 67 

Preparazione dell’ equazioni precedenti per applicarle immedia- 
tamente alla risoluzione de' triangoli sferici , 68 

Cosa sia il triangolo supplemenlariu . 69 

SempHcizzazione delle formule pel caso ove il triangolo sia ret- 
tangolo . 74 

Trasformazione dell’ equazioni fondamentali per applicarci co- 
modamente il calcolo de’ logaritmi . 

Formule, le quali abbracciano tutte le combinazioni degli angoli , 
e de’ lati d’ un triangolo sferico . 81 

Formule di Nepero . # 8a 

Becapitolazione delle formule necessarie per risolvere un trian- 
golo sferico . 84 

Osservazione sulle diverse condizioni , le quali debbon trovarsi 
soddisfatte affinchè i medesimi dati convengano ad uno, e a 
due triangoli sferici . . 86 

Applicazione della Trigonometria sferica alla riduzione degli an- 
■goli al piano orizzontale. 87 
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CAPITOLO HI . 0 

Dell' Applicazione dell’Algebra alla Geometria , 

Idea generale dell'applicazione dell’Algebra all» Geometria. Pag. gl 
In qual maniera r Algebra serva a combinare de’ Teoremi di 
Geometria per porre Tu equazione , e per nachere i Problemi 
relativi all’estensione. ivi 

L’ area d' un triangolo 4 espressa dalla radice quadrala del pro- 
dotto della semi-somma dei tre lati moltiplicata per le diffe- 
renze tra questa semi-somma , e ciascuno dei lati . y 5 

Espressione del volume d’un tronco di piramide , o di cono 
retto a basi paralelte . 96 

Problemi di primo , e di secondo grado , nei quali le linee non 
son valutate in numeri , ma son considerale in loro stesse. 97 
Cosa sia la costruzione dell’ espressioni algebriche. tot 

Come si effettui quella delle quantità omogenee , le quali si rap- 
portano a delle linee, ovvero a dell’eslensioni del primo grado, ivi 
Costruzioue delle radici quadrate . io 3 

Cosa bisogni fare quando la quantità non t omogenea . 106 

Costruzione delle radici dell’ equazioni di secondo grado ad una 
sola incognita . 107 

Risoluzione grafica di quest' equazioni . , ivi 

Del significato dei segni -f-, e — per rapporto alle linee, e del 
loro uso nella risoluzion dei Problemi . ito 

Ogniqualvolta si tratta di distanze da un pnnto fisso , e con- 
tale sopra una medesima linea, o sopra linee paralelle , quelle , 
le quali sono affette dal segno — , debbono prendersi in un 
senso opposto a quelle , le quali sono alfetle dal segno r ■ .11 3 
Osservazione sopra 1 segni della secante, e Nola sul medesimo 
soggetto. 114, e 1 1 5 

Analisi completa del Problema ove si tratta di condur per un 
punto preso deptr’un angolo retto una linea , della quale la parte 
intercetta tra i lati di quest’angolo sia d’una data gran- 
dezza . « 116 

Risoluzione di questo Problema data da Newton pel caso ove 
il punto , dal quale dee passare la linea di grandezza data , i 
ad egual distanza dai lati dell’angolo retto. izz 

Costruzione dell’ espressioni algebriche , le quali appartengono a 
delle aree, ovvero a dei volumi . ia 5 

Idea fondamentale dell’Analisi di Descartes, mediante la quale 
si rappresentan le curve col mezzo dell’ equazioni a due in- 
determinate . 137 

Equazione d’ una linea retta . 128 

— — —d’un Circolo. i 3 o 

Cosa sieno le coordinale , i loro assi , la loro origine . i 3 z 
Come si distinguan per mezzo dei segni -+• , e — i quattro 
angoli , che formano gli assi delle coordinate. ivi 

Cosa sia il luogo d’ un’ equazione , e come si ottenga quella di 
una curva qualunque . i 3 | 
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VII 

L’ equazione generale di primo grado appartiene a una linea 
retu. Pag. ,34 


Son necessarie due condì 


li noni per determinar questa linea . 1^7 
JE quii tene d’ uBa retta , che passa per due punti dati . 7 vi 

Espressione della distanza tra questi dne ponti ■ i 36 

Equazione d’ una retta , la quale passando per un punto dato 
fosse parslclla ad una retta data . i vt 

Equazione della perpendicolaae abbassata sopra una linea data’ 
mio . T5q 


Nota sul 


segno, die dee portar la tangente dell’angolo formato 
da questa perpendicolare , e l’asse dalle x. ivi 

Affin di trovare il punto d’incontro di due rette , le quali si ta- 
gliano , fa di mestieri supporre che le coordinata dell’uno aie- 
no le medesime che quelle dell’altro . i/Jt 

Espressione della lunghezza d’ una perpendicolare abbassata so - 


pra una retta data per un punto dato . 


Tja 


Espressione del seno, del coseuo , e della tangente dell’angolo, 
che due rette fanno tra loro . ° ' '■ " 


Esazione generate del Circolo, la quale si 
I’ origine delle coordinale in una maniera quainnqu 
Come si determini quello , che passa per tre punti da 


i 4 ì e 144 


ottiene ponendo 
que ■ t 45 

•S"***»' j v “»< I/CI t|C {IUUU ddtl • I Vt 

Equazioni del Circolo le più semplici . i 46 e 147 

Pr^i.i ■ li rapportanti a delle linee rette , comprendendovi 

“ TUi 


qnellj delle pag. q5 , e 1 1 6, 

Eq-- noni , le quali danno la relazione, ch’esiste tra gli angoli , 
e d i lati d 1 un triangolo. i5t 

Espressione dell’area d’ un triangolo col mezzo delle coordinate 
d ei vertici de’suoi angoli ■ iÒ 5 

E area d’ un triangolo non dipende punto dalla sna posizione 
per rapporto agli assi delle coordinate; si trova infatti un’al- 
tra espressione , la qnal non dipende che dai lati . ivi 

Equazione, la qual fa conoscere la relazione tra i lati d’un qua- 
— drrtatero e le sué diagonali . ^ 


Espressione del raggio del Circolo circoscrìtto" à~ 
g°lo • 


H[Z 

nn trian - 

E» flessione del raggio del Circolo iscritto in un triangolo. 161 
Se da un puuto^reao nell’interno d'nn triangolo equilatero si abbassi 
una perpendicolare su ciascuno dei lati di questo triangolo, la 
gom ma di queste ire linee sarti eguale alla di lui altezza . i6a 
r equazioni * 


Combinando f 1 equazioni della Betta , e del Circolo si determi - 
- P ro P r |® 1 ^ resultanti dall’incontro di queste linee . ivi 
Applicazione dell’ equazione , la quale resulta da questa combina- 
^zione , alla ricerca di più Teoremi di Geometria. 164 

JJeterminazione analitica delle tangenti condotte al Circolo per 
r “n punto esterno, e per un punto della sua Circouferenza . 167 
laOme 81 Uu y i la posizione , che dee avere una linea condotta 
P e . r “ n ponto dato, affinchè la sua parte compresa in un Cir- 
^c o l o dat o sia pa r iuien t e ~ daxg ~^ * Hx» 

Equaziuue generale delle curve di secondo eradò^ 

Lom /Tf /I m ri ® 


4 _. liuile 

Loro diametri. 

Semplicizzazione dell’equazione quando essa rapportasi 


* 7 « 
* 7 3 

queste 
ivi 


Esame de’ valori , che può prendere l’ espression generale delle 
ordinate nel caso ore la quantità m ap positiva . 17S 


Die 
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176 

177 

178 

>79. 

IVI 

180 


Vili 

Cola sia il « entro della curva. Pag. 

Costruzione , e forma della curva relativa a questo caso . 

Essa riducesi ad un punto prima di divenire immaginaria . 

Esame del caso ove m è negativa • 

In questo caso pure la curva ha un centro . 

Costruzione , e forma dolla curva . _ 

Quando la curva si riduca a due rette , le quali sono in generale 
i suoi asintoti . >82 

Esame del caso ove m S o . 184 

Forniti , e costruzion della curva . ivi 

Ravvicinamento dell' equazioni delle tre cnrve riconosciute prece- 
dentemente : la prima si chiama Ellissi, la seconda Iperbola , 
e la terza Parabola . _ _ >86 

Esame del caso , nel quale i quadrati delle coordinate mancano 
ambedue nell' equazione . ivi 

Cosa sieno i diametri coniugati . 190 

Trasformazione delle coordinate d’una curva. 191 

Nota sull’ impiego degli angoli in queste formule . 196 

Applicazione di questa trasformazione all’equazion generale ili 
secondo grado per ridurla agli assi delle curve , eh’ essa rap- 
presenta . J 99 

Prima trasformata . . ,, 501 

Determinazione de’ suoi coefficienti, e de' casi , eh essa abbrac- 
cia . . 205 

Seconda trasformata comprendente l'altro «aso dell’equaziou gè 


aerale . 


ao5 


Queste due trasformale non danno che le tre forme di già os- 
servate (pag 186 ); la prima trasformata comprende 1 Ellissi, 
di cui il Circolo è un caso particolare , e l’ Iperbole riporta- 
te ai lor assi . „ ,?,"7 

Cosa s’intenda pel secondo asse, e per l’asse trasverso nell 1- 

perbola . ^9 

Cosa sia l’ iperbola equilatera. 

La seconda trasformata conviene alla parabola, ,vt 

L’ ellissi e l’ iperbola hanno due vertici . 2,< ? 

La parabola non ne ha che uno, e non ha centro. ivi 

Equazione a tre termini , nella quale la parabola si trova pure 
compresa, e riportata al suo asse. ,, 1 I 

Applicazione delle trasformazioni precedenti , mediante la quale 
si riconosce che l’equazione di secondo grado , ove 1 quadrati 
delle coordinate mancano ambedue ^appartiene ad un ipj rbola , 
della quale si dclerminan gli assi di grandezza , e di posi- 

IVo/r’sull’ equazione dell’ iperbola per rapporto ai suoi asin- 
toti , dedotta dall’cquazion generale di secondo grado. aia 
Trovar l’ equazione d’ una curva tale che , se si conducano da 
ciascun de’ suoi puuti a due punti fissi . ovvero fuochi , delle 
rette , la somma di queste linee , le quali si chiamano rag*» 
vettori , sia costantemente eguale ad una linea data . 

Questa curva è un’ ellissi ; sua costruzione per punti , 
meccanico per costruirla con un movimento continuo . 

Cosi a sia l’ eccentricità • _ 

Altra costruzione dell 1 ellissi per punti . 
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21 
31 
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IX 

Trovar 1* equazione della curva , aella quale la differenza de’raggj 
Tenori è eguale ad una linea data . . Pag . 

Questa curva è l’ iperbola; aua costruzione per punti, e mezzo 
meccanico per descriverla. 

Trovar l’equazione d’ una curva tale che ciascun de’ suoi pun- 
ti sia tanto lontano da una retta data di posizione quanto 
da nn punto fisso, ovvero fuoco dato di posizione. ai 

Questa curva è la parabola ; sua costruzione per punti , e susr 
descrizione con 'un movimento continuo. 2ào 

Problema generale , il quale conduce successivamente a ciascuna 
delle curve di secondo grado riportate alla lor direttrice ivi 
Equazioni delle curve di secondo grado riportate al pararne- 
tro . t ni 

Nell’ ellissi , e nell’ iperbole i! parametro é una terza propor- 
zionale ai due assi, ed è ancora la doppia Ordinata condótta 
pel fuoco . v 

Nell’ellissi, e nell’ iperbola i quadrati delle ordinale stanno tra 
loro come i prodotti delle ascisse corrispondenti, e nella para- 
bola come l’ ascisse corrispondenti . a*5 

Applicazione della trasformazione delle coordinate alla ricerca 
de’ diametri coniugati . 24 6 

Essendo dato uu diametro qualunque, trovar la posizione del suo 
coniugato . a 3 t 

La somma de’ quadrati dei semi-diametri coniugati nell’ ellissi t 
ovvero la lor differenza nell’ iperbola è eguale alla somma 
de’quadrati dei semi-assi , ovvero alla lor differenza . z37 

I paralellogrammi circoscritti all’ ellissi , o iscritti tra le due 
parti opposte dell’ iperbola son tutti eguali al rettangolo degli 
assi . a3g 

Equazioni , le quali fanno trovare i semi-assi allorché si conosco- 
no i semi-diametri coniugati, c l’angolo, ch’essi formano- ivi 
In un’ ellissi qualunque vi sono due diametri coniugati eguali, ivi 
Qualunque sistema di linee, proprio a determinare i punti d’ una 
curva, può somministrarne un’equazione caratteristica. ~ e ~ 

Esemplo ricava*} dall’ellissi . 

Equazioni polari di questa curva , dell’ iperbola , e della 

Equazione*polare , la quale le comprende tutte tre . 

Dimostrazione dell’ identità delle curve di secondo grado colle 
sezioni fatte in un cono da nn piano, e cosa s’intenda per se- 
zione anli-paralella . 

Determinazione delle lìnee rette , le quali tagliano , ovvero toc- 
cano le curve di secondo grado . a 5o 

Espressione della tangente dell’angolo, che dee far coll’asse 
• delle ascisse una retta , affine di toccare una curva di secondo 
grado . a 5 a 

Espressione della suttangenle in ciascnna delle curve di secondo 
grado . ,51 

Nella parabola la suttangenle è doppia dell’ ascissa. a55 

Costruzione della tangente all’ ellissi . * { v f 

Espressioni delle normali , e sunnormali por tutte le curve . a5y 
Espressioni delle sultangenti , tangenti , sunnormali, « normali 
particolari alle curve .di secondo grado. i v i 


aio 

341 

para- 

242 . 


Digitized by Google 



Determinazione sintetica delle tangenti alle curve di seconde 
grado . *53 

Relazione deeli angoli , che la tangente forma coi due raggi vet- 
tori nell'ellissi , e nell’ iperbola , e col raggio vettore, ed una 
paralella all’ asse nella parabola . 2&y 

Ciascun ramo drll’ iperbola resta sempre compreso trai lati d’un 
certo angolo , senza mai poterci arrivare . 260 

Equazione dell’ iperbola riportala a’ suoi asintoti. 2G2 

Cosa sia la potenza dell' iperbola . z6S 

Se si conduca una retta qualunque per un ponto dell’ iperbola , 
le parti di questa retta , intercede tra ciascun ramo della cur- 
va , e il suo asintoto, son eguali tra loro. ivi 

Costruzione dell'iperbola par punti allorché si hanno gli asintoti, 
e un punto. 266 

Delle iperbole coniugale. 267 

Del numero di punti , che son necessari per determinare di spe- 
cie , di grandezza , e di posizione una curva di secondò 
grado . ivi 

Deila costruzione dell’ equazioni dei gradi superiori per le 
curve . 265 

Applicazione al qnarto grado . ivi 

Problema della duplicazione del cubo . 272 

trisezione dell’ angolo . 373 

Metodo generale per costruir l’equazioni d’ un grado qualunque , 
che rappresenta i diversi principi, sai quali riposa la risoluzio- 
ne numerica dell’ equazioni . 374 

Nota . Un’ espression frazionaria può cangiare di segno passando 
tanto per 1’ infinito , quanto pure passando per zero. 276 

Come la costruzione grafica possa schiarire , e facilitare questa 
risoluzione. ivi 


APPENDICE 


Continente ì primi principj dell 3 applicazione dell’Al- 
gebra alle Superficie curve , ed alle Curve fi doppia 
curvatura . 

Equazione del Piano , e della Linea retta. 282 


Delle coordinate d’uo punto nello spazio. ivi 

Equazione generale del piano. ■ .*84' 

Designazione degli otto angoli trièdri formati dai piani coordinati 
col mezzo dei segni;>q- , e — . 387 

Equazioni della linea retta . 2S8 

Equazione del piano , il quale passa per tre punti dati . 290 

Come si ridbnosca die due rette sono in un medesimo piano , 291 
Equazione del piano paralello ad un piano dato , e che passa 
per un punto dato , e quelle delle rette paralelle nello spa- 
zio. , ay3 
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XI 

Equazioni d’ una retta , e d’ an piano respeltivamente perpendi- 
colari . _ P“g' 

Espressione della distanza tra due punti nello spazio , ed equa- 
zione della sfera . zyi 

Determinazione dell’sngo’o, che fanno due linee nello spazio . ay5 
Delle relazioni, ch’esistono tra gli angoli , che una retta fa co- 
gli assi delle coordinate , e loro introduzione, nella sua cqua- 
zioue. _ ... (Ék ’ ’97 

Determinazione dell’angolo di due piani . ® 3os 

Delle Superficie di secondo grado. 3o3 

Equazione generale di queste superGcie . ivi 

Cosa s’ intenda per nappe, e Ber piani diametrali. 3o$ 

Equazioni delle sezioni làlle da un piano paralello ad uno de' 
piani coordinati . ■ 3o5 

Equazioni particolari del cono retto. 3o6 

Couic un’ equazione continente solamente due delle coordinate 
appartenga nello spazio ad una superficie cilindrica. - 3io 


Delle Curve considerate nello spazio . 3 1 1 

Equazione del Circolo dato dall’intersezione d’una sfera , e d’ua 
) piano . _ • ivi 

Jn qual maniera una curva sia rappresentata dall’equazioni delle 
sue projezioni . 3ia 

Delle cune a doppia curvatura , e di quella , che resulta dall'in- 
tersezione d’una sfera, e d’un cilindro retto. ivi 

Jn qual maniera possa riconoscersi se una curva data nello spa- 
zio dall’ equazioni delle sue projezioni sia piana, o nò; e , se dessa 
è adoppia curvatura , come si determini il numero de’ pumi, 
nei quali essa incontra un piano. 3i4 


Fine della Tavola. 

I 


( 
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TRATTATO ELEMENTARE 

DI TRIGONOMETRIA • 
RETTILINEA E SFERICA 

ED APPLICAZIONE 


DELL’ALGEBRA ALLA GEOMETRIA 


CAPITOLO PRIMO 
Della Trigonometria Rettilinea. 


1. Tn un triangolo rettilineo vi sono sei cose 
da considerarsi, cioè, tre angoli, e tre lati: ma 
serve conoscere un certo numero di queste diverse 
parti per determinarne le altre . Segue di fatti dalie 
Proposizioni dimostrate relativamente ai triangoli 
eguali che si può sempre costruire un triangolo 
allorché si conoscano tre delle sei cose, che lo co- 
stituiscono, e che fra le cose cognite vi si trovi 
almeno un lato. Affisié di non lasciar nulla da 
desiderare sulla Teorìa dei triangoli, fa di me- 
stieri poter applicare il calcolo alle costruzioni 
geometriche, perchè l’esattezza di queste ultime 
è limitata dall’imperfezione degl’ lstrumenti , lad- 
dovecchè nulla arresta il calcolo, il quale siamo 
sempre padroni di spingere fino a quel grado di 
precision che si voglia. Tale è l’oggetto, che ci 
proponghiamo nella Trigonometria rettilinea . 

i 
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Quelli, i quali hanno intrapreso i primi tt 
sviluppare mediante una serie di operazioni nu- 
meriche, o con delle formule algebriche le rela- 
zioni che hanno tra loro le diverse parti d 5 un 
triaffgolo, bau dovuto trovarsi arrestati dalla dif- 
ficoltà di far entrare nel calcolo la grandezza de- 
gli angoli, i quali misurati da degli archi di Cir- 
colo non possono esser paragonati con delle li- 
nee rette: ma dessi hanno ben presto riconosciuto 
che, se potevano con un mezzo qualunque calco- 
lare una serie di triangoli, gli angoli de’ quali 
avessero tutti i valori possibili , questa serie ne 
conterrebbe necessariamente uno 5 il quale sarebbe 
simile al triangolo, che si avrebbe da determi- 
nare , qualunque esso si fosse ; cosicché allora delle 
semplici proporzioni sarebber bastanti per dedurre 
le parti del secondo da quelle del primo. 1j esem- 
pio seguente schiarirà ciò , che queste nozioni pos- 
sono contenere d’astratto. 


2. Suppongo che nel triangolo ABC ,fig- *•* » 
si conosca l’angolo B, l’angolo C, ed il Iato BG » 
si cercherà nella serie dei triangoli calcolati quel- 
lo, che ha due angoli b, e c respettivamente eguali 
agli angoli B , e C : desso sara necessariamente 
simile al triangolo proposto ABC; e poiché tutte 
le sue parti ab , ac , bc son cognite, avremo le 
proporzioni 

bc : ab: :BC : ab, bc : ac: :bc : ac, 

in ciascuna delle quali i tre primi termini sono 
dati. Troveremo per conseguenza 


AB: 


BC X oh 


AC— 


BC X 


bc ’ 

e siccome si ha d’altronde A=o, fotte le parti 
del triangolo ABC resteranno determinate. 
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3. Or che si scorge il partito , che può rica- 
varsi da una serie di triangoli fatti con lutti gli 
angoli possibili, ed i lati dei quali fossero digià 
calcolati , è naturai di cercare i mezzi di forma- 
re una simil serie. Per considerare in primo luo- 
goilcaso più semplice, suppongo che i triangoli, 
che ci proponghiam di determinare , sieno rettan- 
goli; è faci! vedere che potrem costruirli tutti in 
un quarto di circolo abbassando da ciascuno dei 
punti dell’arco A7h ì fig. 2 , delle perpendicolari Fi 
HIP, Bl' P', M" F", ec. sul raggio AC, e tiran- 
do i raggi MC, M'G, M 7 C , ec., i triangoli 
MFC , M' P' C , HI" P" C , ee., così formati saranno 
rettangoli in P, P', P", ec. , e gli angoli.MGP, 
M'CP', M" C P", ec , avran successivamente tutti 
i valori possibili; finalmente gli angoli CMP, 

C M' P' , CM" P" , ec. , i quali coi precedenti for-/ 
mano un angolo retto, saranno pur tali come 
l’esige la natura dei triàngoli rettangoli; e non 
potranno esistere dei triangoli rettangoli , i quali 
non sreno equiangoli con alcuno di, quelli, che 
somministra la costruzione presente .E a proposito 
l’osservare che questi ultimi han tutti una mede- 
sima ipotenusa , eguale cioè al raggio dell’arco AB. 

4- Potrebbesi altresì formare una serie di 
triangoli rettangoli, che avessero tutti uno dei 
lati dell’ angolo retto eguale al raggio del Circo- 
lo; basta per ciò alzar la tangente indefinita AT 
dall’estremità del raggio AG, e condurre per il 
centro C e pei punti JVL , M , M", ec. , le secanti 
CN, CN', CN", ec. È evidente che i triangoli 
CAN , CAN', CAN", ec. avran successivamente 
tutte le combinazioni d’angoli, i quali possono 
esistere in un triangolo rettangolo; e fra questi 
triangoli se ne troverà necessariamente uno simile 
a quel triangolo rettangolo , che vorremo . 
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5. Nei triangoli CPM , CP'M', CP" M,",ee., 
1* ipotenusa dei quali non cangia , i lati PM, P' M', 
P" M",.ec , i quali crescono nel medesimo tempo che 
crescono tanto gli angoli ACM, ACM', ACM" ec., 
quanto gli archi AM, AM', AM", ec. , i quali 
misurano questi angoli, han ricevuto un nome a 
causa di questa lor dipendenza : la linea PM si 
chiama il seno dell’arco AM; la linea PM' è 
parimente il seno dell’arco AM'; e così delle 
altre. Segno da ciò che il seno d 1 un arco è la 
perpendicolare abbassata da una dell’ estremità 
' di quest’ arco sul raggio, che passa per l’altra 
estremità. Le linee GP, CP', CP", ec. , le quali 
diminuiscono allorché gli archi AM, AM', AM", ec., 
annientano, so» respettivamente eguali, come pa- 
rafile comprese tra parafile , alle perpendicolari 
M<^>, M' Q', M" Q" ec. , abbassate dai punti M,M', 
M, ec. , sul raggio CB, perpendicolare al raggio 
CA ; ed è manifesto che le linee MQ, M'Q' M'Q", 
ec. sono, per rapporto agli archi BM , BM', 
BM" , ec. , ciò che sono PM, P' M', P"M", ec. per 
rapporto agli'archi AM, AM', AM", ec. , e che 
in conseguenza MQ ò il seno di BM, M' Q’ quello 
di BM', M"Q" quello di BM", ec. 

Due archi, i quali sommati insieme, o sot- 
tratti l’uno dall’altro danno il quarto della cir- 
conferenza, si dicono complementi l’uno dell’al- 
tro. Gli archi BM , BM', BM", ec./son respetti- 
.vamente i complementi di AM, AM', AM", ec. 
Sono state denotate le linee rette MQ, M'Q', 
M' Q’ , ec. , come pure le loro eguali CP, CP', 
GP", ec. , sotto il nome di coseni degli archi AM, 
AM', AM", ec. Dietro a queste nozioni il coseno 
d’ un arco qualunque è il seno del complemento 
di quest’ arco , ed è eguale alla parte del raggio 
compresa tra il centro , ed il piede del seno. 
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I triangoli rettangoli CPM, CP'M', CP"M" 
ec., i quali hanno tutti una. medesima ipotenusa, 
son dunque formati dal raggio del circolo, e dal 
seno; e dal coseno di quello dei loro angoli acuti, 
che ha il suo vertice al centro (*) . 

6 . Passo ai triangoli CAN, CAN', CAN", ec,; 
le loro ipotenuse son le secanti degli archi AM, 

AM , AM , ec. , perchè si chiama secante d’ un 
arco il raggio condotto da una dell’ estremità di 
quest’ arco, e prolungato fino all’incontro della 
tangente condotta per V altra estremità. Le por- 
zioni AN , AN', AN", ec. , prese sulla tangente 
AT , son le tangenti degli archi AM, AM', AM" 
ec., perchè si è convenuto di chiamar tangente 
d’ un arco la parte , che intercettano sulla tan- 
gente indefinita condotta da una dell’ estremità di 
quest’ arco i due raggi, che lo terminano (**). \ 

7. Se per l’ estremità B dell’arco AB, fig.Z F ig 3 
si conduca la tangente B« prolungata fino a che § 
dessa incontri la secante CN, la linea C« è la 
secante dell’ arco BM complemento di AM e si • 
chiama la cosecante di AM; la linea B» tangente ' 


. ,( ) La parte AP del raggio AG compresa tra il 
p.ede del seno e l’estremità dell’arco, si chiama seno 
verso . y u està hnea non e però d’ alcun uso nella Tri. 
gonometria. 

(**; Si vedon qui le parole secante , e tangente prese 
in un senso differente da quello, che loro abbian. dato 
negli clementi di Geometria. In questa parte delle 
JUatematmho la secante, e la tangente son delle rette 
indefinite, una delle quali taglia il circolo , e l’altra 
lo tocca; ma in Trigonometria le medesime denomi* 
nazioni si applican sempre a delle linee d’ una gran- 
dezza determinata: quando vi può esser equivoco, si 
oh.aman quest ultime secanti, e tangenti triganomt- 
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di 1531 è ; Ja cotangente di AM , perchè si chia- 
mano cotangente , e cosecante d’uri arco , la tan- 
gente, e la secante del suo complemento . La co- 
tangente, e la cosecante , come si vede, non fan- 
no parte de’ medesimi triangoli, come pur la 
tangente, e la secante; cosa che all'incontro suc- 
cede pel seno e coseno . 

b. Le tangenti, e le secanti hanno coi seni, 
e i coseni delle relazioni semplicissime, col mezzo 
delle quali si possono trovar l* une* allorché son 
cogniti gli altri. I triangoli CPM, e GAN essendo 
simili danno GP ; PM ; ; CA ; AN , d’onde rica- 

pmxga 

vasi AN = — ; ponendo in luogo delle li- 

CP 

nee GP, PM, e AN le loro designazioni, cioè 
cos AM , sen AM , e tang AM , e rappresentando il 

. _ . _ » ™ R 8en AM 

raggio GA per R , avremo tang AM = . „ 

^ s ° cos AM 

Dai medesimi triangoli CPM, e CAN dedu- 

cesi pure GP : CM : : GA ; CN , il che conduce a 

G M XGA. ma GN== 8 ec AM,CM=CA = 


CN= 


CP 


R 1 


R, CP = cos AM: dunque sec AM = • A 
5 1 cos AM 

9 . Se si paragonan tra loro i triangoli GAN, 
e GB», ì quali pure son simili, poiché son essi 
ambedue rettangoli , e l’angolo ACN = G«B, co- 
me alterni-interni rispetto alla secante Cra, avre- 
mo la proporzione 

AN : GA; ;GB o siwero GA ; B«, 
la qual somministra 

„ GA . 2 E‘ 

B n ==s-— = ; ciò che riducesi a cot AM= — — . 

AN tang AM 
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Questa proporzione e quella, eh’ è stata tro- 
vata per la secante , fan vedere che il raggio è 
medio proporzionale tra la secante , e il coseno, 
tra la tangente, e la cotangente , poiché si ha 
cos A M X sec AM = R 2 j tang AM Xcot AM =R l . 

10. A tutto ciò, che precede, altro non man- 
ca , per essere in istato di costruire le Tavole 
necessarie alla Trigonometria, se non che di cono- 
scere i mezzi di calcolar solamente i seni, e i co- 
seni. Il coseno pur si deduce immediatamente dal 
seno, poiché il triangolo rettangolo GPM , il qua- 
le contien l’uno, e l’altro, ed ha per ipotenusa il 
raggio, somministra , 

PM 4 -GP=CM, ovvero (senAM) 1 -j-(cosAM) 2 =R* J 
e vale a dire, che il quadrato del raggio è eguale 
alla somma dei quadrati del seno, e del coseno } 
dal che ne segue 

cos AM = n/R 1 >— ■ ( sen AM ) a . 

La proposizione seguente, la quale dà l’espres- 
sione del seno , e del coseno della somma , o della 
differenza di due archi , merita la più grande at- 
tenzione, perchè dessa contiene implicitamente 
tutte le proprietà dei seni, e dei coseni. 

11. Sieno due archi qualunque a, e h; 
avremo 

sen a cos b ±= sen b cos a 

sen ( a^t b ) = - , 

xt 

, , . coi a cos b sen a sen b 

cos ( a ±z b ) = . 

Per dimostrar ciò, prendo sul circolo AMB, 
fig ■ 4- j arco AM =a ; porto da ciascun lato del Fig. 4. 

punto M gli archi MN, e MN', eguali a b ; tiro 
la corda NN'; dai punti N, M , N ? , abbasso sul 
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raggio AC le perpendicolari NQ, MP, N'Q'; p eP . 
il punto M conduco il raggio MC, e dal- punto 
E, dove desso incontra la corda NN', abbasso 
sopra AC la perpendicolare EF; pei punti E, e 
N' conduco le rette ED, N'G paralelle ad AC. 

Ciò fatto osservo l. c che NQ è il seno dell’arco 
AN == AM -[• M N = a -(- 4 , e che CQ è il cose- 
no dell’arco medesimo ; 2 .° che N'Q' è il seno dell* 
arco AN' = AM — MISI' = a — b } e che CQ' n’ è 
il coseno. Ma la corda NN' essendo necessaria- 
mente divisa in due parti eguali nel punto E, 
poiché il raggio CM passa per il mezzo dell’arco 
NN' secondo la costruzione, segue dalla simili- 
tudine evidente dei triangoli NED, NN'G che 
NG è pur divisa in due parti eguali nel punto 
D, e che DN = DG . Di più DQ = EF,GQ = 
^ Q ) DE = FQ, a motivo delle paralelle ; e per- 
chè DE è la metà di N'G , FQ sarà la metà di 
Q'Q; di maniera che Q'F = QF = DE . Finalmente 

NQ = DQ-|-DN = EF + DN, 

N'Q' = G Q = DQ — DG = EF — DN , 
CQ = CF — FQ = CF — DE , 

CQ' = CF + FQ ' = CF + DE ; 

ponendo per NQ, N'Q', CQ,CQ' le loro desi- 
gnazioni respettive , 'tioè, 

sen (a-j-i), sen ( a — b ), cos (a -f i),cos (a — l ) a 
avrò 1 K 13 


sen(o-fA) = EF-f DN,cos(a-j-i) — CF—DE, 

sen (a — £) = EF — DN, cos (a — A) = GF-|-DE i 

res * :a c ^ e a calcolare le quattro 
inee EF, CF, DN , DE; le due prime s’otten- 
gono dai triangoli simili CMP, e CEF, dai quali 
ricavasi 

CM : pm ; :cu : ef, cm : cp : : ce : cf. 
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Ora, poiché AM = a, ho PM = sen a, CP = cos a; 
segue pure dalle definizioni del seno , e del cose- 
no (5) che EN è il seno dell’ arco MN , che GE 
n’èil coseno , e che in conseguenza EN = $en6, 
CE = cos b ; d’ altronde GM = R : sostituendo que- 
sti valori nelle proporzioni di sopra , trovo 
PM X GE senacosi 
EF = - — 


CF = 


GM 
CP X CE 


R 

cos a. cos b 


GM R 

Paragono in seguito i triangoli GMP,DEN 
i quali son simili perchè i lati del secondo son- 
perpendicolari a quelli del primo, e deduco da 
questi triangoli 

cm : en: :cp : dn , cui : en: :PM : de. 

Sostenendo ai tre primi termini di ciascuna di 
queste proporzioni le loro designazioni riportate 
qui sopra, desse daranno 

EN X GP senfccosa 


DE = 


GM 
PM X EN 


R » 
sen a sen J 


GM R 

Riunendo questi valori ai precedenti per formar 
quelli di gen ( e di sen (a — b) t si otten- 

gono le quattro equazioni 

. , , sen a cos b 4- sen b cos a 

r sen ( a^-b) = ' 


een(a<— -b) — 


R * 

sen a cos b — sen b cos a 
R ’ 


, ... cos a cos b — sen a sen b 

'C08 ( a -J- b ) — ■■ 


R 


cos 


f A A « cos a cos b -j- sen a sen b 

t — ) R > 
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ie quali riduconsi alle sole due, che compongono 
l’ enunciato della proposizione. 

Mediante queste equazioni si posson trovare 
il seno, e il coseno d’un arco doppio, triplo, ed in 
generale multiplo di quello, di cui si conoscano il 
seno , e il coseno. Infatti, se si prenda successiva- 
mente b = a,b = 2.a, avremo 


sen 20: 


^ cos 2a 


2 sen a cos a 
“Il 5 
cos d — sen d 1 
R 


sen 3 a 


sen a eoe 2 a -}-■ sen 20 cos a 


R 


. ) _ cos o cos 2a — sen o sen 20 

vcos 3o = — , 

c ricaveremo dalle due ultime equazioni sen 3o, e 
cos 3o, allorché sen 20, e cos 20 sarau calcolati. 

_ , . 2 sen a cos a 

12. L equazione sen 20 = — con- 

duce ancora dal seno d’un arco «all’espressione 
del seno della sua metà. Se sostituiscasi per cos a 

il suo valore V^R 1 — - sen d (*) , s’ottiene allora 
2 sen a Vr *_ sfi na T 


sen 2 a : 


R 


ed inalzando al quadrato, si trova 

R~ sen 2 d = 4 R* sen a — 4 sen ° 4 » 


{*) Si previene il Lettore che d’ora in avanti de- 
noterò il quadrato del seno dell’arco a per sen a *; 
espressione , ohe non bisogna prendere pér il seno del 
quadrato dell’arco a, così sen a*=(senoj 1 . 


1 
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prendendo sena per incognita in quest’equazio- 
ne , la qual può risolversi come quelle di secondo 
grado, s’ottiene 

sen a = ±zV R 2 — sen aa 1 * 

Se si faccia 2 a=sa' , avremo a-=z'-d , ed in con- 
seguenza 

sen ^d = 7 R* rtìRV^ R 2 — sena' 1 , 

ovvero 

sen - a =: r± ~ ^ 2R 2 r±2Rcosa , 
ponendo cosa' 1 in luogo di R 2 — sen a' 1 (lo), 
moltiplicando le quantità sotto il radicale per 4, 
e dividendo al di fuori per 2, il che non porta 
alcun cangiamento all’espressione. Tal è la for- 
mula, che dà il seno deila metà d’ un arco allor- 
ché si ha quel di quest’ arco . 

l 3 . Si può giungere a tal resultato mediante 
una semplicissima costruzione. 

Se dividasi 1 ’ arco AM , fig. 5 , in due parti Fig. 5. 
eguali, la corda AQM si troverà egualmente di- 
visa in due parti eguali , e QM sarà il seno di 
MN , ovvero della metà di AM j il triangolo 
AMP, rettangolo in P, darà 

AM==\ZpM*-f AP; * 

e siccome AP=AC — CP=R — cosAM=R — cosa', 
e d’altronde PM == sen AM = seri d , avremo 

AM — 1 V sena 1 -{-R i ~2Rcosa , -J- cosa' ~=V 2R 2 — 2Rcosa', 

a motivo che sen d z -|- cosa' 1 = R* ( 10); e ne de- 
durremo 

QMr^AQMr^VilR 1 — 2Rcosa'. 

Non si trova in qnesta maniera che il secondo 
valore di 6en ja': l’altro è MQ'; poiché Tare* 
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MN'A', il quale compone con l’arco AM la mez- 
za -circonferenza, lia pure per seno PM, poiché 
questa retta è infatti la perpendicolare abbassata 
dall’ estremità M sul raggio GA', il quale passa 
per l’altra estremità ( 5 ); e siccome nell’equa- 
zione, dalla quale siamo partiti, nulla ci fa co- 
noscere quale di questi, due archi ci proponghiam 
di dividere, dohbiam trovare nel tempo medesimo 
tanto il seno della metà del primo che quello 
della metà del secondo. Seguendo la costruzione, 
averebbesi 

A' M = yj PM +Tp*== yj PM + ( A' G 4 - GP ) l 
= V sen a' 1 ( R -|- cos a ) l 

= v/sen a' 1 R 1 -j- sR cos a ' -J- cos d ~ 

= V 2R 1 -j- 2R COS a ' , 
ed in conseguenza 

MQ’ = sen - a ==■ 7 V 2R* -(- 2Rcosa' ; 
resultato, il qual’ è il primo valore di ten;a'. 
Fa di mestieri osservare che , benché sen a' 3 
sia lo stesso nei due ralori di sen £ o , l’arco a' è 
differente: per uno di essi l’arco è AM, e per 
l’altro A'M,ch’è il supplemento di AM, poiché 
s’intende peh supplemento d’ un angolo , o d’ un 
arco quel che bisogna aggiungere a quest’ angolo , 
o a quest’ arco per J'arne due retti, o la mezza - 
circonferenza , Concluderemo pure da ciò , che 
precede , che il seno del supplemento d’un arco è 
lo stesso che quel di quest'arco. Darò in seguito 
delle nozioni generali sui differenti archi, i quali 
possono avere un medesimo seno, una medesima 
tangente ec. 

14. Segue da ciò, che precede, che il sen •- 
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d’un arco qualunque AN è la metà della corda 
AM dell’arco doppio ANM, e che la corda AM è 
il doppio del seno dell’arco AN metà di ANM; 
di manierachè, allorquando i seni son cogniti, se 
ne deducon le corde, e vice- versa. 

1 5 . Non sono i valori assoluti dei seni, che 
si ha bisogno di calcolare, ma solamente i loro 
rapporti col raggio, poiché serve conoscere in 
tutti i triangoli CPM , CPM', ec. ,fìg. 2 , i rapporti , F’g- »• 
che i lati hanno tra loro. Possiamo in conseguen- 
za, per maggiore semplicità, prendere il raggio 
come unità, ed esprimere i seni, PM, P'M', ec. ,in 
parti decimali di quest’ unità, oppure, com’è stato 
praticato altre volte, suppor questo raggio diviso 

in 100 ooo parti. 

16. È a proposito l’osservare che la lunghez- 

za d’ un’arco è sempre minore di quella della sua 
tangente , e maggiore di quella del suo seno. In- 
fatti, se si prenda al disotto del raggio AG, fig. 6 , <>• 

l’arco AM = AM , si tiri la corda 3 IM',e si con- 
ducano le tangenti MT, MT, é facil vedere che 
queste tangenti debbon incontrare ambedue il 
raggio AG in un medesimo punto, poiché i trian- 
goli CMT , e CM'T sono eguali. Le linee MT, e 

M T essendo eguali nello stesso modo che le li- 
nee PM , e PM', e gli archi AM , ed AM', avremo 
aAM < aMT, e 2AM > gPM, perchè la lunghez- 
za d’ un arco di Circolo è compresa tra quelle delle 
porzioni corrispondenti dei Poligoni inscritto, e 
circoscritto ( Qeom . i 5 i.) (*); e ne concluderemo 
AM <MT, AM> PM. 


(*) La proposizione rammentata di sopra è un 
caso particolar di que6t’ altra: Le linee, che none per 
tutto convesse nel medesimo senso , son tanto piti lunghe 
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Farò osservare a questo proposito che il rap- 
porto tra la tangente , ed il seno d’un arco tende 
sempre più ad avvicinarsi all’unità n misura che 

1» . . sena 

1 arco diminuisca: infatti da tang<z = rica- 

cos a 


. een n 

vasi =jCos a : e siccome cos a si approssima 

tana a 11 

sempre più all’unità, ne segue che la tangente , e d 

il seno si approssiman parimente sempre più 

all’eguaglianza, perchè il limite (Alg. 234 ) del 

loro rapporto è I’ unità. 

17. Segue evidentemente da ciò che, se il 

valore della tangente , e quello del seno d’un pic- 

col arco AM, non differiscon punto in un certo 

numero delle lor prime cifre, queste medesime 

prime cifre daranno pure un valore approssimativo 

deir a reo . Prendendo , per esempio , PM=o,oooi, 

si trova 


CP = \/ GM — PM =0.999 099 995, 

Mrr GMXPM / , 

MT= cjT~ — =0,000 100 000 000 5 ; 


quanto desse si allontanati dipiù dalla linea retta. In- 
Fìg. 7. fatti , se si conduca alia linea curva AGUj^g. 7 ,iinter- 
na rispetto alla curva AMR, una tangente DE, que- 
sta tangente sarà minore dell’ arco DME , ed avremo 
ADFiB < AMR. Tirando in seguito pei punii II ,eL 
intermedj tra A, e C, C e R, le tangenti FG , 1 K', 
formeremo una nuova linea spezzata AFG 1 KB, la 
quale sarà minor della prima , poiché FG <FD -f- DG, 
JKcIE-f-EK . È manifesto che si costruirà nella 
stessa maniera una serie indefinita di linee spezzate^ 
le quali anderanno sempre diminuendo a misura che 
desse si approssimeranno a confondersi con la curva 
ACB, la quale sarà non solamente minore di A MB, 
ma ancora di tutte lo linee spezzate, di cui abbiamo 
parlato. 
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valore, il quale non differisce da PM che alla tre- 
dicesima cifra: si può dunque prendere questo nu- 
mero per il valore dell’arco AM espresso in parti 
del raggio (*). 

l8. Per applicare le formule dei numeri 13, 
li , e io, bisogna conoscere almeno il seno d’uno 
desìi archi compresi nel quarto di|Circolo, ora 
vi son due di questi archi, di cui il seno è facil- 
mente cognito, cioè , il quadrante , e il suo terzo. 
Infatti, il seno del quadrante non è altra cosa 
che il raggio, ed il seno del terzo di quest' arco 
è eguale alla metà del raggio. 

Il primo di questi valori è evidente dalla 
fig 3, ed il secondo resulta da ciò che il Iato Fig. a> 
dell’Esagono regolare inscritto, ovvero, eh’ è Ir» 
stesso, la corda dei l del quadrante , fig. 9 . , è Fig. y. 
eguale al raggio (Geom. 146.); la metà di que- 
sta corda sarà dunque il seno del terzo del qua- 
drante (»4) . 


H La medesima cosa dimostrasi riducendo in 
serie l’ espressione del la tangente. Infatti si hatanga= 

sen a sen a , „ . sen a 

= — ■■ - f 8,lo ) ; ma — - — . . . 

cosa j — sena* ’ ' 1 V 1 — sena* 

2. . • ’ _ t . . 

sen a (1 — sen a*) sviluppandol’ultima quantità me- 

diante la formula del binomio troveremo 

tang a — sen a -f- fsen a 5 #j-y sen a s -|-ec. 

E manifesto ohe fino a tanto che sen a sarà una 
piccola frazion decimale il termine 7 sen a } non potrà 
influire che su Me ultime cifre dell’espressione di tang a, 
e che nelle prime avremo tang a ~ sen a. 

Per sen «=0,0001, si ha -J sena’^CjCOO eoo eco eoo 5; 
resultato,, che non può cangiare se non che la, tre- 
dicesima cifra . 
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* 

Partendo dal quadrante intero, la formula 

sen^o' =7 V^aR* — aRcosa' 
somministra il seno della metà, poi quello della 
metà di questa metà, o sivvero del quarto del 
quadrante, e conduce a tutte le frazioni comprese 
nella serie . 

1 l i J_ ' ec 

a > 4 3 g ? 16 5 3*.9 

La medesima formula, allorché si parte dal 
terzo del quadrante, determina successivamente è 
seni delle frazioni. 

t » » t » * 

«5 i a 9 ,• 5 ?SJ OC * 

di quest’arco. 

Si fa manifesto da ciò che, se detto quadrante 
fosse stato diviso in un numero di parti eguale 
ad alcuno dei denominatori delle frazioni suddi- 
visate , troverebbonsi direttamente i seni di cia- 
scuna delle sue parti , e se ne formerebbe un» 
Tavola scrivendoli di fronte ajjli archi, ai quali 
dessi appartengono ; ma la cosa non va così; i soli 
Astronomi Indiani sembra che abbian diviso il 
quadrante in 24 parti per calcolarne i seni. Un 
uso antichissimo , ed altre ragioni inseguito hanno 
fatto adottare delle divisioni differenti dalle pro- 
gressioni stabilite qui sopra. 

19. Si divideva per il passato la circonferenza 
intera in 36 o parti, che si chiamavano gradi ; si sud- 
divideva in seguito ciascun di questi gradi in 60 
parti chiamate minuti ; ciascun di questi minuti in 
60 parti chiamate secondi; ciascun di questi secondi 
in 60 parti chiamate terzi , ec. : il segno dei gradi 
è il carattere *, posto alla destra de] numero, ed 
al disopra; quello dei minuti ’ , quello dei secon- 
di ", quello dei terzi , ec. ; di maniera che 42° 
Si' 14 5 "' significa 42 gradi, 3 l minuti, l 4 ‘ se- 
condi, e 5 terzi. 
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Poiché nella misura degli angoli non si ha 
alcun riguardo al valore assoluto degli archi, ma 
solamente al loro rapporto con la circonferenza 
intera, sembrerebbe assai naturale di prender la 
detta circonferenza per unità, e d’esprimere gli 
archi per mezzo di frazioni tanto decimali , che 
di qualunque altra specie. Frattanto alcune con- 
siderazioni particolari hanno determinato i Dotti 
incaricati della riforma dei Pesi, e Misure a pren- 
der l’angolo retto per l’unità degli angoli, ed 
in conseguenza il quarto del circolo, o quadrante 
per l’unità degli archi. Dessi lo han diviso in 100 
parti eguali, che hanno chiamate gradi , e che 
hanno sostituiti agli' antichi gradi; poi ciascuno 
di questi gradi in cento parti eguali . Queste ultime 
divisioni rimpiazzano i minuti , i quali posson essere 
suddivisi tanto quanto vorremo, seguendo la pro- 
gression decimale. 1 

Impiegando nel corso di quest’Opera la nuo- 
va divisione del Circolo, esprimerò gli archi con 
dei numeri decimali scritti secondo l’uso ordina- 
rio; ma io porrò al disopra della cifra delle unità , ed 
alla destra la lettera*, per denotare che l’unità 
è il quarto di circolo, e per impedir che non si 
confondano le misure d’archi con gli altri nume- 
ri; o f , l\bò , per esempio, rappresenterà l’arco 
eguale a ovvero ~ £ del quadrante, e sarà 

in conseguenza composto di l\7t gradi, e 5o mi- 
nuti (*). 


(*) Sembra che le principali ragioni , ohe han 
fatto scegliere l’angolo retto per unità, sieno i.° che * 

il Circolo intero, a parlar propriamente, non misura 
un angolo, poiché in tal caso il raggio mobile CM, 
fig- 2, è ritornato ad applicarsi sul raggio CA ; 2.° che F‘6- *• 

a 


Digitized by Google 



1 8 TRATTATO ELEMENTARE 

20. Il raggio del Circolo , sul quale ci propon- 
ghiamo di costruir le Tavole , essendo 1 , e la sua 
circonferenza essendo denotata ordinariamente da 
Fi e 9- 2T, il seno di AB , fig. 9, ovvero sen 7^ = 1; si 
ha d’altronde C087 t =0 : facendo dunque a'= '-t, 

• la formula sen ~ a! = - Vi R 1 — 2 R cosa 7 ( i3) 
fa vedere che il seno della metà del quadrante 
ovvero di 7 t è 7 V 2. {*). 

L’arco AB = 7 tessendo preso per unità, AM 
sarà di o’, 5: avremo duuque 
sen o , ,5==coso ? ,5=7 V2 — 0,707106781 186 . 
Adesso , se si faccia o* +5 = a , troveremo 
» sen 70’ = sen o 1 , 25 = 0,382683432365 , 

cos 7 a = cos o* , 25 = o,9238795325l 1 ; 
é ma continuando in tal maniera a dividere ciascun 
arco in due parti eguali , non caderemo sopra al- 
cuna delle parti decimali del quadrante ; arri verem 
solamente a degli archi di più in più piccoli , e che 
per questa ragione si approssimeranno quanto 
mai si voglia ad essere eguali ai lor seni (17). 
Alla quattordicesima divisione, per esempio, si 
arriva ad un arco, il quale non è che 77777 del 


il seno, al qual si rapportano tutto le altre lince 
trigonometriche, prende nell’estensione del quarto 
di Circolo, ovvero dell’angolo retto, tutti i valori, 
di cui è suscettibile. 

(*) Possiamo pure convincercene a priori, poiché 
F‘6- 6. il triangolo CMP, fig. 6 , è allora isoscele, e si ha in 
conseguenza . 

2 PM = CM 2 = 1 , 

di dove 

P ìvf={, e PM=vr=V7xl=^2 


' | 
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quadrante, e il di cui seno è 0.000 095 873 799, 
minore per conseguenza che 0,0001: la piccolezza 
di quest’arco è dunque tale che desso non differirà 
dal suo seno nelle 12 prime cifre decimali. 

A più forte ragione sarà lo stesso per gli 
archi minori; ora è manifesto che tutti gli archi, 
i quali si confondono coi loro seni , e con le loro 
tangenti, sono proporzionali a queste linee: avre- 
mo dunque 

l f J ? 1* . l f 

sen — - : sen 1 ! - v, D ; . '3 

10384 100000 l 6384 100000 

ovvero; ; 100000 I i 6384 , 

di dove 

1* 

i6384sen-^— 

seno 1 ,00001 = -^=0,000015707963, 

100000 

almeno nelle dodici prime cifre decimali. Si tro- 
verà per la stessa ragione 

sen o*, 00002 = 2 sen o f , 00001 
sen o f , cooo 3 = 3 sen o f , ooco i 
sen o f , 00004 == 4 sen °*3 0000 1 
ec. 

Avendo cura di calcolare nel medesimo tempo il 
coseno, e la tangente di ciaseuno di questi archi, 
vedremo che si può seguir questa via fino all’arco, 
il cui seno , e la tangente si confondon pure nelle 
dodici prime cifre decimali. 

Mentre non si volessero avere i valori ap- 
prossimativi se non che fino all’ottava decimale 
potrebbesi proseguire allora fino all’arco di o*,ooi . 

Per elevarsi in seguito a degli archi maggiori 
ci serviremo dell’ equazioni 
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sen = 2 seti a cos a 
cos 2a = cosa — sen a 1 
«eri (a ± b) = sei) a cos b -± sen b cos a 
cos (a ± b) =cos ocosi ;p sen osen b ; 

facendo successivamente a=. o 7 , ooi, fl=o’,002,ee. 
nelle due prime, ne dedurremo 
aeri o f , 002, cos o 7 , ooa, seno 7 ,oc>4j coso 7 , 004, ec.j 
e prendendo in seguito a=z o f , coi. b =. o 7 , 002, 
a = o 7 , 002, b =z o 7 , co3, ec., otterremo col mezzo 
delle due ultime 

sen o 7 ,Oo3, coso 7 ,oc3, sen o 7 ,oo5, cos o 7 ,oo5, ec. 

Ciò , che abbiamo esposto, serve per far com- 
prendere come si possa» formare le Tavole tri- 
gonometriche. Esiston d’altronde dei metodi più 
speditivi per calcolare 1 seni degli archi qualun- 
que col mezzo di serie convergenti, le quali de- 
duconsi dall' equazioni del num.° 1 1. Si troveran 
queste serie nell' introduzione del mio Trattato del 
Calcolo diffl renziale , e del Calcolo integrale . 

21. Per facilitare i calcoli si sono sostituiti 
fin da gran tempo ai valori dei seni , coseni , tan- 
genti, e cotangenti i lor logaritmi; e nella mag- 
gior parte delle Tavole altro non trovasi se non 
che questi ultimi; di modo che, col lor mezzo, 
si risolve sempre l’uno, o l’altro di questi Pro- 
bletni-. 

1. ° Essendo dato un arco, trovare il logari- 
tmo del suo seno, ovvero quello del suo coseno, 
oppure quello della sua tangente, o quello della 
sua cotangente . 

2. ° Conoscendo il logaritmo del seno, ovvero 
quello del coseno , oppur quello della tangente , 
o quel della cotangente d’ un’ arco , trovare que- 
st' arco. 
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La soluzione di questi Problemi dipende dalla 
disposizion delle Tavole ; disposizione, la quale non . 
è la stessa in tutte, e che trovasi sempre spiega- 
ta in fronte di ciascuna di esse . Ecco perchè 
' non ne farò qui menzione. Mi limiterò ad indica- 
re le Tavole di Callet, come le migliori relativa* 
mente alTautica divisione, e quelle di Borda 
ovvero quelle dei Sigg. Hobert , e Ideler } per rap- 
porto alla nuova. 

Le Tavole Trigonometriche non abbracciano 
che P estensione del quarto di Circolo; ma desse 
danno , malgrado'ciò , i seni, ei coseni, le tan- 
genti, e le cotangenti per tutti gli archi, co- 
munque grandi essi sieno, come io lo farò vedere 
esaminando P*andamento delle linee trigonome- 
triche rispetto ai diversi gradi di grandezza, pei 
quali può passare un arco di Circolo. 

22. Per ben comprendere ciò , che viene in ap- 
presso , bisogna ben concepire la legge di conti- 
nuità , che regna sempre tra i differenti resultati , 
che si deducono da una medesima espressione al- 
gebrica, oppure da una medesima costruzione 
geometrica , la quale consiste in ciò che ciascun 
valore, che prende l’espressione, di cui si trat- 
ta, è sempre preceduto, o seguito da dei valori, 
i quali differiscono tanto poco quanto si voglia dal 
primo, ed in ciò che nella descrizion d’una linea 
ciascun punto è sempre preceduto, o seguito da 
dei punti, i quali gli sono immediatamente con- 
tigui , Ciò posto , se si concepisce che il raggio MG , 
fig. io, in primo luogo soprapposto sopra AC, Fi g >° 
giri intorno al punto C come su d’ una cerniera , 
questo raggio formerà successivamente con AG 
tutti gli angoli possibili; ed il punto I, situato 
alla sua estremità, passerà per tutti i punti della 
circonferenza del Circolo A 1 ÌA' B'A , ovvero, eh* è 
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10 stesso, la descriverà. Seguendo con attenzione 

11 movimento, che ho indicato, si vede in primo 
luogo che nel punto A, ove l’arco è nullo, il seno 
è parimente nullo, ed il coseno non differisce dal 
raggio AG . Allorché il raggio CM si è distaccato 
da ÀG, il seno PM aumenta a misura che il punto M, 
che d’ora in avanti chiamerò il punto descrivente, 
s’avanza verso B; e quando vi è pervenuto, PM 
diviene eguale a GB, o sivvero al raggio. Nelle 
medesime circostanze il coseno PG va sempre di- 
minuendo, e divien nullo allorché il punto M è 
in B; l’angolo ACB è allora retto, e l’arco 
AB — ~t . Il punto M continuando nel suo movi- 
mento al di là del punto B, il seno decresce, ed 
il coseno, il quale adesso cade eulMiametro AA', 
da un lato del punto G opposto a quello dove egli 
era prima del punto B, aumenta. Ciò è dimostrato 
dalla sola ispezione della figura : P'M', seno di 
ABM', è minor di BG seno di AB; e GP', coseno 
del primo di questi archi , sorpassa il coseno del 
secondo, il quale è nullo. E a proposito d’osser- 
vare che P'M', e CP',son respetti vamence il seno, 
e il coseno deli’ arco A'M’, contato dal punto A', 
e supplemento di ABM'; dal che ne segue che un 
angolo ottuso ha il medesimo seno , ed il mede- 
simo coseno che il suo supplemento . 

Allorché il punto Me arrivato in A' il seno 
è nullo, come nel punto A , ed il coseno è di nuovo 
eguale al raggio. Nel punto A' 1 arco ABA' è 
eguale alla mezza - circonferenza , ovvero a t ; 
l’angolo ACM è arrivato al suo maggior limite; 
ma nulla si oppone a ciò che il raggio GM , ed il 
punto descrivente non continuino il Jor movimento, 
e non passino al disotto del diametro AA' . Il se- 
no, il quale diviene allora P"M", cade pure al 
disotto del diametro, ed aumenta a misura che il 
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punto M" avvicinasi a B' , mentre che' il coseno 
CP" diminuisce . Al punto B’, ove l’arco AB A'B' 
è i j della circonferenza , ovvero ~ t, 1’ uno 
è eguale al raggio CB' , e l’altro è nullo. Final- 
mente da B' sino ad A il seno P 'M'", sempre al 
disotto di AA , va continuamente diminuendo, ed 
il coseno GP”', il quale si trova allora dal mede- 
simo lato ove desso era nel primo quarto di Cir- 
colo AB, aumenta, e diviene eguale al raggio in 
A. In questo punto il seno è nullo, il punto de- 
scrivente La terminata una rivoluzione, ma desso 
può ricominciarne un’altra; e considerando sem- 
pre come un solo arco la totalità dello spazio per- 
corso da questo punto fin dal principio del mo- 
vimento, avremo degli archi maggiori della cir- 
confereuza, e che avranno i medesimi seni, co- 
seni , tangenti , cotangenti di quelli, che sono stati 
descritti nella prima rivoluzione. Queste conside- 
razioni conducono a delle conseguenze importan- 
tissime per l’analisi, e che io ho sviluppate nei 
miei Trattati del Calcolo differenziale , e del Cal- 
colo integrale. 


23. Bisogna cercar adesso come l’ espressioni 
algebriche dei seni, e coseni corrispondano alle 
diverse circostanze, che ho esposte. Per questo 
faccio primieramente a = » t nell’ equazioni 
cos ( a ± b ) = cos a co? b +. sen a sen b i 
sen ( a ± b ) = sen a cos b ± sen b cos a J 


Osservando che co «7 7r = o, e che seni^-r^i, 
si trova 


; cos(ì T ± b ) = +: sen b } 

sen ( •* x ± i ) = cos b . . 

Bisogna notare due cose in quest* espressioni, cioè, 
il loro valore assoluto, ed il segno, dal quale 
essQ è affetto. 
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Questo valore si verifica sulla figura ; poiché 
AB essendo eguale a 7 t , se si prenda l’arco BM' 
peri, l’arco AM' sarà | x-j- b ; ma P 7 M 7 essendo il 
seno di A JV 1 ', come pure di AM 7 , sarà desso il coseno 
di BM 7 , ovvero di b, laddove GP'ne sarà il seno. 

Quanto poi al segno — , dal quale cos ( 7 x-j-i). 
è affetto ne resulta che se si riguardano come po- 
sitivi il seno, ed il coseno d’ un arco minore del 
quarto della Circonferenza, il coseno d’ un arco 
maggiore sarà negatiyo, mentre che il suo seno 
sarà positivo. Se facciasi ancora b=.~T, avremo 
cos T = — i , sen ir = o . 

Supponendo in seguito che nell’ equazioni (A) 
a = T, otterremo dietro a ciò, che precede, 

COS ( 7 T ± b ) = — cos b 

» 

sen {ir ±b) = +. sen b . 

J! valore assoluto di queste formule può verificarsi 
colla stessa facilità di quello delle precedenti: il 
loro segno dimostra che qualunque arco compre- 
so tra x, e 7 x avrà il suo seno , ed il suo coseno 
negativi; ed allorché £■= 7 x, si ha 

cos 7 ir = o , sen 7 x — — 1. 

Finalmente quando a = 7 x, l’ equazioni (A) 
si riducono, in virtù dei valori precedenti, a 
cos (|t±ì) = ± sen 
sen ( 7 ir±b) = — cosi; 

e da ciò segue che qualunque arco compreso tra 

7 x , e 7 x , ovvero ax, ha il suo coseno positivo ed 

il suo seno negativo. 

“ » 

Recapitolando questi risultati vedremo 
l.° Che dal punto A sino al punto A', ove 
l’arco ABA 7 = x, i seni snn positivi: 

2. 0 Che dal punto A' fino al punto A, ove 
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l’arco ABA' B" A = 3? r , e vale a dire da t sino a 
27r, i seni son negativi: 

3.° Che dal punto A fino al punto B, ove 
l’arco AB = 77 T, i coseni son positivi: 

4. 0 Che dal punto B fino al punto B* , ove 
l’arco ABA 1 B' = ;!r,e vale a dire da a i 
Coseni son negativi: 

5.° Finalmente che dal punto B' sino al punto 
A, ove l’arco ABA'B A = 3 tt , e vale a dire da 
7 7ra27T, i coseni eon positivi. 

Ed osserverem senza pena che i seni cangian 
di segno allorché dessi passano al disotto del dia- 
metro AA' , e i coseni allorché passano da un 
lato all’altro del punto C, ovvero che detti cose- 
ni cadono al di qua, o al di là del diametro BB* 
perpendicolare al primo. 

Con queste attenzioni estenderemo le formu- 
le del n.° uà tutte le grandezze possibili degli 
archi AM, ed AN ; e i valori conclusi da queste :i o-4* 
formule si accorderanno con quelli, i quali si de- 
durrebbero dalla costruzione, e dai ragionamenti 

. 1 3 < V? 

del n. precitato, se si applicassero immediatamen- 
te agli archi proposti; esercizio, il quale può es- 
sere utile al Lettore. 

24- Seguendo il corso delle tangenti, troveremo 
rhe desse vanno sempre aumentando dal punto A 
fig 10 ., fino al punto B, ove l’arco AM è dive- t- iy. *•. 
mito eguale ad jr. A questo punto la secante 
‘NC confondendosi con CB, è paralella alla tan 
gente AN , ed in conseguenza più non l’incontra; 
di tal maniera che l’arco AB non ha, a parlar 
propriamente, tangente trigonometrica . Frattanto 
si dice che la sua tangente è infinita ; ma per 
qnest’ espressione bisogna intendere che prenden- 
do il punto M tanto vicino al punto B quanto 
sarà necessario, troveremo una tannante AN mag- 
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giore di qualunque siasi quantità che vorre- 
mo. Questo è pure ciò che dimostra l’equazione 
gpn d 

tanga=— — , la quale dà per taug a un valore 

tanto più grande quanto cosa è più piccolo, ov- 
vero quanto più ci avviciniamo al punto B. * * 
Allorché a = o*,5o,si ottiene cosa = sena, 
ed in conseguenza tango , ,5o= 1 . 

Dimostrasi la stessa cosa mediante il trian- 
f 'g 9 GAN,yS?£. 9.5 il quale diviene isoscele in que- 

sto caso, poiché l’angolo ACN essendo eguale 
alla metà d’ un retto, lo stesso necessariamente 
succede a riguardo anco dell’ angolo ANC; la 
tangente AN è dunqne eguale al raggio . 
jig. I0 . Quando l’arco AM è maggiore di jt, il 
raggio MG non incontra altrimenti la linea AN 
al disopra del diametro, ma al disotto. La vera 
tangente AN' è eguale com’è facil vedere, ad A ri' 
tangente dell’ arco A'M', supplemento di AM', 
ma si trova posta in un senso opposto. Nel terzo 
quarto di Circolo la tangente , eh’ è stata nulla al 
punto A', ripassa al disopra del diametro AA',ed 
AN è ancor la tangente dell’arco AA'M". I! rag- 
gio divenendo nuovamente paralello ad AN nel 
punto B', la tangente è infinita anco iri questo 
punto passato il quale dessa ritorna al disotto 
del diametro: infatti l’arco AA'M"', per esem- 
pio, ha evidentemente per tangente AN'. 

25. Vado adesso ad esaminare ciò che resulta 


dall’espressione algebrica tanga 


sen a 
cos a 


E manifesto che il suo valore sarà positivo 
in tutti i casi ove il seno, e il coseno saranno del 
medesimo segno, il che ha luogo da o finoajr. 
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• DI TRIGONOMETRIA 27 

e da % fino a;i; desso sarà in conseguenza nega- 
ti vo da £ 7 r sino a t , e da 7 t fino a 2 ir ; dal che 
ne segue che, per le tangenti, come pei seni, e i 
coseni, i cangiamenti di segno corrispondono pure 
ai cangiamenti di situazione. Troverebbesi pari- 
mente che» le cotangenti son positive da o° fino 
ad Jx,e da t fino a -t , e negative da fino 
aT, e da \tt fino a 2T, 

26. Nel calcolo incontransi alcune volte degli 
archi negativi, il seno, ed il coseno dei quali pos- 
sono pure determinarsi col mezzo delle formule 
del n. 0 11. L’ espressane di sen (a — b) cangiando 
di segno allorché vi si cangia a in b, e b in a, 
fa vedere che sen ( b - — a)=- — sen (a — b)-, così 
quando a>ò, l’arco negativo b—a ha un seno 
negativo . 

Se si costruisse la fig. 4 *, in questa ipotesi, Fig.4.* 
prendendo AM=ò, MN=a, e portando quest’ ul- 
timo arco al disotto del punto M , per operare come 
è stato detto nel n.° il, l’arco AN' si troverebbe 
al disotto di AG in luogo d’ essere al disopra .“ il 
seno Q' N' cangerehbe dunque di lato, nello stesso 
modo che l’arco. Quanto al coseno, desso reste- 
rebbe dal medesimo lato, e col mezzo delle for- 
mule si trova pure che cos(ò — ■o) = cos(a — b). 

27. La proposizion dimostrata nel n.° li. ha 
ancora delle numerose conseguenze, alcune delle 
quali saranno in seguito necessarie; ecco perchè io 
le porrò adesso . 

l°. Sommando tra loro le due equazioni 

sen a cos b 4 - sen b cos a 

sen (o + ò)=ir , 

xt 

, sen a cosò— -sen b cos a 

sen (a — b) = = , 
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avremo 
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2 sen acosi 

seri (a-j-i)-j- 6en — ’») = 3 

di dove 

R K 

seno cos i = — seti (a-l-i)-l sen (a — i). 

2 1 2 

2.° Togliendo la seconda cquazion dalla pri- 
ma avremo 

2 seni coso 

sen (o-j-i) — sen (a — b) = — , 

di dove 

R R _ 

sen icosa=. — sen (a 4-i) sen ( a — b) . 

2 2 

Allorché a=i, questa formula, e la prece- 
dente danno 

R 

coso sen a = — sen 2 a. 

2 

3° Sommando tra loro le due equazioni 

cos a cos b — sen a sen b 
C0s(a-|-i)= — |j- 3 

cos o cos b -[- sen a sen b 
C08 (o — i)=£=- 3 

avremo 

2 cos ocosi 

cos(a-j-i)-|~cos (o — i)== g- 3 

d’onde 

R R 

cos o cos b~ — cos (a 4 - i) 4- — cos (a — i). 

2 2 
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Allorché a = 6, questa formula dà 

, R , R 1 

cos a = — cos aa 4 

2 2 

osservando che il coseno è eguale al raggio allor- 
ché l’arco è nullo. 


gu iremo 

C5 


4 ° Togliendo la prima dalla seconda, conse- 

2 sen a «en b 


R 


cos (a — 6) — cos(<* -j~6) = 
di dove 

R R 

senasen6 = — cos(a — b ) — • — cos (a 4 - 6 Y 
Allorché a = b , questa formula somministra 

a R 1 R 

sen a r= cos 2a. 

2 2 

5 0 Se si faccia a ~|- 6 = a' , « — 6 = 6, tro- 
veremo, sommando queste due equazioni 2a=a , -j-4 , J 
e togliendone la seconda dalla prima, 2 b=a — 6'; 

, , a 4-6 , a • — 6 

segue da ciò che a = ! — , 6 = . 

2 j 2 

Ponendo questi va lori di a , e di 6 nell’ espres- 
sioni di sen a cos 6, sen 6 cos a, cos a cos 6, seri a sen 6, 
precedentemente ottenute, troveremo 

R 

sen ~{ja' -j- 6 ) cos £ (a 7 — 6') = — (sen a'-]- sen 6') 

2 

cos 7 (a' -{- 6') sen '^{a —b) = -^-(sen a' — sen 6') 


cos 7 («' -j- 6 ) cos 7 (a — 6 ) = — (cos a -|-cos6) 

R 

sen 7 (a -|- 6') 3en - (a ’ — 6) =ì —(cos 6' — cos a ). 
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30 TRATTATO ELEMENTARE 

. Dividendo la seconda delle fermule prece- 
denti per la prima, avremo 

cos£ (a' -(-&') sen ■ — b') 

sen i ( d -j- b') cos 7 (a — b ) 

sen 7 (a — b') cos 7 (a sena — seni' 

cos 7 (a' — b ') sen 7 {a -\-b') sen a -{- sen b' 

j • , sen A tang A 

Osservando in seguito che =2 — - — (8), e 

' cos A R 


, . cos A R 

che in conseguenza 7 = 7-, otterremo 

sen A tang A 

tangi(a' — b‘) sena' — seni' 
tan g \( a ’ -\-b') sen a' -{- sen b' 
Concluderem parimente dalle due ultime for- 
mule riportate qui sopra che 
cos b' — ros a tang ( a -{- b') tang 7 ( a — i ) 
cosa' -|-cos b' R 1 

6 Dividendo l’espressione di sen(a=fci) per 
quella di cos(a^i) 5 avremo 

sen (a t b) seti a cos b d: sen b cos a 

cos (a Ht i) cos a cos b + sen a sen b 

dividendo in seguito il numeratore, ed il deno- • 
minatore della frazione del secondo membro per 
cosa cosi, desso diverrà 

sen a sen b 

rfc 

cos a cos b 

sen a sen b 

1 * . - 

cos a cos 0 


, sen A tang A _ 

e siccome in generale == — (8) , si otter- 

cos A R 
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rà con questo mezzo 


tang ( a±b ) 


tango tana b 
* -± r 


R 


R 


^ K (tango rttangft) 


1— F 


tatl ? a tana b R 1 =p tang a tang b 


R 


R 


finalmente tang -+ A) — (t* 1 n ? a ± tang b ) 

R~ +■ ta ng o tang b ’ 


Rammentandosi che cot A = 
veremo 
cot (o ±b) = 


R 1 

tang A 


(9) j tr «' 


R 2 


R ■+■ tango tang b 


tang (o ± b) tang a ± tang b 

R 2 R a 


R 2 * 


cot a cot b 


R 7 


R- 


cot o cot b 

e ridueendo, arriveremo a 


cot (a±b) = 
28. L’equazione 


cot a cot b qp R 1 
cot b ± cot a 
tangi(o' — b') sena' — sen&' 


tangt(o'-j-è') sena'-j-seiiZ»' ’ 

dalla quale resulta che la somma dei seni di due 
orchi sta alla lor differenza , come la tangente del- 
la semi-somma di questi archi sta alla tangente 
della lor semi- differenza , si ottiene immediata- 
mente per mezzo d’ una costruzione geometrica 
elegantissima . 

f Alff, ed AN , fig. il, essendo i due archi Fig. n. 
a > e b' , avremo IP=sen o', NQ = sen6' j eon- 
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ducendo NG paralclla al diametro AB, e pro- 
lungando MP tino in M' , resulterà 

M R — M P — NQ = sen a — sen b' , 

M'R = M'P 4. NQ = sen a -f sen b' (l 4 ) . 

Ciò fatto, se dal punto G come centro, e con un 
raggio GD eguale a quello del Circolo ACB, 
si descrive un arco EDG , e si conduca al punto 
D di quest’arco una tangente terminata dalle 
rette CM , e CM', è manifesto che DI’ , e DH 
saranno le tangenti degli furili DE, e DG , i quali 
misurano gli angoli- MG^T , e NCM ; e siccome 
questi angoli hanno il lor vertice alla Circonfe- 
renza del Circolo ACB , dessi avran pur per misura 
la metà di 

NM = AM — AN = a' — b', 
e quella di 

NM' AM' -f AN == a 4 b' : 
avrem dunque 

DE — tangì(a' — b ) , DH — tang7(a 4 ^)- 

Ma a motivo delle paralelle MM , e IH, avrem 
questa proporzione 

mr : M'R; : df : dii, 

sena - seni ‘sena / -j-8cnè , *'tang^a'-ò')*tang^(a'-f Z»'); 
ciò che riducesi all’equazione proposta . 

Sarebbe facile di modificare la costruzione 
suddivisata in modo da dedurne le diverse equa- 
zioni analoghe a quelle, che abbiam dimostrate. 

29. Siccome si ha spesso occasione di far uso 
delle formule, alle quali sono precedentemente 
arrivato, le ho riunite nella Tavola seguente con 
altre, le quali deduconsi con dei metodi facili a 
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immaginarsi. I numeri, che si leggono accanto a 
ciascuna formula, indicano gli articoli ove desse 
sono state trovate, ovvero dai quali possiamo 
concluderle . 
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Seguito della Tavola delle Formule trigonometriche. 


tan* a -j- ta ng b = 
tang a — tang b = 


R*sen ( a -)-i) , 
cos a cos b 
R 1 sen (o — b) 
cos a cos b 


. R 2 sen(a4-i) 

cot a 4- cot b = - — ' ' 

sen a sen b 

R^enfa. — b) 
cot a — cot b — — — ■ ■ 

sen a sen b J 


(8, li) 


2 . .i R + sen (a -Li) sen (a- 

a — tari" b = . 1 t. K 


cos a~ cos b~ 


cbta* 


_ catp— R*»wi(« + »)»enf«. 


( 8 , 1 .) 


sena-j— seni 
sena— seni 
sena-j-seni 
cosa-f-cosi 


coso— cosi 

R 

sena — seni 

tangg(a— i) 

cosa4-cosi 

R 

sena — seni 

Cotg(a~|~^) 

cos a — cosi 

R 

cosa-|-cosi 

cotg(a i) _ 


sen a" seno 

tang 2 (a-j~6) l 

tang^(a— 6) 

tangg(a-j-i) sen a tang^a 
R ’ R-j-cosa R 

cot j(a — 6) ,sen a cot J a 

R 5 R— cosa R 


R tang a 


sec a -|- seo b 
sec a — sec b 

R 1 


. .. . > T . (8, lo) 

vR -j-tanga 2 VR 2 -[- tang a 2 

R = sen i f = cos c 1 = tang g* == cot g* = sec o ? = cosec i* 

— 3 sec 7 f (23, --4) 
sen a = g corda 2 a ( 14 ) , 

sen (l* ± i) — --f" cos 6, cos (i f ± i) = qp seri i\ * 
sen (2 f ± b) = + sen b , cos (a* ±b)= — cosi* 
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3o. Vado adesso a parlare dell’ app^cazion 
delle Tavole Trigonometriche alla risoluzione dei 
triangoli, per la quale bisogna rammemorarsi che 
col mezzo di queste Tavole, allorché un angolo è 
cognito, il valor del suo seno, quello del suo co- 
seno, quello della sua tangente , e quello della sua 
cotangente son parimente cogniti, e che recipro- 
camente, quando il valore d’ una di queste linee 
è dato, quello dell’arco debb’ essere riguardato 
come dato . 

fig. n. Sia CT)H,Jig 12 , un triangolo rettangolo in 
D; da uno degli angoli acuti C, come centro, si 
descriva, con un raggio eguale a quel delle Ta- 
vole, l’arco AM; si abbassi MP perpendicolare 
sopra AC; finalmente s’alzila tangente AN per 
formare i due triangoli delle Tavole, cioè, CPM, 
che sarà quello del seno, e del coseno, e CAN 
quello della tangente, e della secante. L’uno, e 
l’ altro saranno simili al proposto triangolo , e pa- 
ragonandoli successivamente con quest’ultimo ne 
ricaveremo 

CM : pm::ce : de-, , r : S enC::CE : ed 

l . ovvero f 

cm : cp::ce : cd j ’ i r : msC::CE : cd 

CA : AN: :CD : DE, ovvero R : tangC: :CD : DE. 

L’angolo E essendo complemento dell’ango- 
lo C, avremo cosG = senE; le due prime pro- 
porzioni possono unirsi in una sola, ed enunciarsi 
così: Il raggio sta al seno d’uno degli angoli 
acuti del triangolo rettangolo proposto , come l’ ipo- 
tenusa sta al lato opposto a quest’ angolo . 

La terza dimostra che il raggio sta alla tan- 
gente d ’ uno degli angoli acuti del triangolo ret- 
tangolo proposto , come il lato dell’ angolo retto 
adiacente a quell' angolo acuto sta al lato opposto . 

# 
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Il raggio essendo sempre dato servirà cono- 
scere due dei tre altri termini di ciascuna delle 
proporzioni , che ho enu nciate per trovar quello , che 
resta. Così in virtù della prima, determinerei» 
sempre una di queste tre cose, cioè, V ipotenusa ,un 
lato , ed un angolo acuto , allorché se ne conosce- 
ranno due sole. 

Ho posto semplicemente un angolo acuto, 
benché la proporzione esiga che quest" angolo sia 
opposto al lato dato, o cercato, perohè uno degli 
angoli acuti fa trovar l’altro immediatamente; ed in 
conseguenza , se quello che si conosce , ovvero 
quel che si cerca, non soddisfa a tal condizione, 
si può tosto impiegare il suo complemento. 

Per la seconda Proporzione determineremo 
sempre una di queste tre cose , cioè , i due lati d’ un 
angolo retto, ed un angolo acuto allorché se ne 
conosceranno due sole. 

. Segue da ciò i.° che, conoscendo un Iato, ed 
un angolo d’ un triangolo rettangolo, si possono 
calcolare gli altri due lati; 2.* che conoscendo 
due qualunque dei lati, si possono calcolar gli 
angoli acuti. 

Questi due casi non comprendono quello ove 
si hanno due lati qualunque d’ un triangolo, e se 
ne cerchi il terzo; ma questo caso si risolve subito 
mediante la proprietà cognita dèi triangolo ret- 

— a — a — a 

tangolo, la qual somministra CD -j- DE = CE, e 

di dove ricavasi CE = x/cD+DE*. 

Se si conoscesse P ipotenusa CE , ed uno dei 
lati dell’angolo retto, DE, per esempio, ave- 
re bbesi 

CD = \/cE— DE’ 
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Osservando rlie CE— -DE = (CE -f- DE) (CE 
— DE), e prendendo i logaritmi dei due membri 

dell’equazione GDz=.V ( CE + DE ) ( CE — DE ) s 
si troverebbe 

1 CD =7 [ 1 (CE + DE)4*1 (CE — DE)]. 

Allorché si costruiscono delle formule, le 
quali debbon servire a dei calcoli numerici, fa di 
mestieri procurar sempre di prepararle in tal 
modo che vi si possano applicare comodamente i 
logaritmi , e vale a dire che non siamo obbligati 
di passare dai logaritmi ai numeri , e di ritorna- 
re da questi ultimi ai primi se non che il meno 
che sia possibile. Applicando i logaritmi alla ri- 
cerca di CD col mezzo della sua prima espressio- 
ne x conosceremo evidentemente l’oggetto di que- 
st’ osservazione speciale . 

Terminerò quest’ esposizion dei principi, i 
quali conducono a risolvere i triangoli rettangoli, 
osservando che i due casi trattati in ultimo luogo 
si risolvono pnre mediante le due proporzioni ri- 
portate sul principio di quest’articolo: poiché 
i.° se conoscendo CD, e DE si voglia trovar CE, 
potrem calcolare uno degli angoli acuti, C, per 
esempio, col mezzo della proporzione R ; tangG 
;; CD ; DE; avendo trovato quest’angolo calco- 
leremo l' ipotenusa CE colla proporzione R ; sen C 
CE I DE, nella quale conosceremo i tre ter- 
mini R, sen C, e DE: 2° allorché conosceremo 
F ipotenusa CE, ed uno degli altri lati, CD, per 
esempio, calcoleremo l’angolo acuto opposto al 
lato cercato mediante la proporzione R [ sen E, 
ovvero cosC CE CD; poi troveremo il lato 
DE colla proporzione K ; senC CE \ DE. 

Zi. Si può riepilogare ciò. che abbiara detto 
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sui triangoli rettangoli in una maniera comoda 
denotando i lor angoli per A, B, G, essendo A 
l’angolo retto, e chiamando a, b,ec i lati, i quali 
son respettivamente opposti a ciascun di questi 
angoli, come lo mostra la fig. i3. Averemo pri- Fig. »3. 
mieramente pel primo principio 

R : senC l’.alc, R:senB::«:i, 
di dorè ricaveremo 


c sen C b sen B 



Eliminando a da queste due equazioni, il thè si 
fa dividendo ciascun membro della prima per il 
suo corrispondente nella seconda, troveremo 
c sen G 
b senB ’ 


senC taneG 

e siccome sen B = cos C , e = — -s — 

* cos G R 


ne re- 


sulterà 


c 

b 


tang; G , .. 

— - — ; equazione , che rappresenta il 
li 


secondo principio enunciato nel numero prece- 
dente . 

Finalmente, se si quadra ciaseun membro 
delle due prime equazioni , e si sommino in se- 
guito membro a membro l’ equazioni resultanti 
osservando che 

sen C 1 -(- sen B 1 = sen C 2 -}-coa C 1 = R* (io) , • 
avremo 

c* b % 

— -f-— i ovvero 4*-4-c*=a*. 
a~ a 

Segue da ciò che le due equazioni 

b sen B 

a^T 9 
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bastano, unitamente alla relazione, che esiste tra» 
gli angoli B, e C, per risolvere tutti i casi dei 
triangoli rettangoli . 

32. Il Principio, su 1 quale è fondata la riso- 
luzione dei triangoli rettangoli , conduce a quella 
dei triangoli qualunque essi siano , abbassando 
t'il* dall’angolo B del triangolo ABC, fig. 14, una 
perpendicolare BD, formerem due triangoli ABD, 
BDC rettangoli in D; avremo nel primo 
R ; sen A : : AB : BD . 
e nel, secondo 


rig,i5, 


R: senC::BC::BD, 
le quali proporzioni somministrano 

R X BD = sen A X AB, R X BD = sen C X BC, 

d’onde in conseguenza procede 
senAXAB=senCXBC, ovvero sonA : senC^BC ; AB 

Allorché la perpendicolare cade al di fuori, 
l’angolo C non è comune al triangolo ABG,cd al 
triangolo BGD, ma l’angolo BGD, e l’angolo 
BGA, equivalendo insieme a due angoli retti, han- 
no il medesimo seno (22). 

La proporzione ottenuta qui sopra può con- 
vertirsi in Principio generale, ed enunciarsi così. 

In un triangolo qualunque ì seni degli angoli sono 
tra loro come i lati opposti a questi angoli. 

33. La medesima proposizione dimostrasi pure 
' nella itianiera seguente, la quale sembra più ana- 
loga all’idea, che ho di già data della Trigono- 
metria nei num. 1 i.° e 2.'. 

Avendo inscritto il triangolo ABC, fig. i5, 
in un circolo, ge si descriva col centro O di que- 
sto circolo, e con un raggio 0 o, eguale a quello 
delle Tavole, un altro circolo abc , e poi si unisca- 
no con delle rette eò, bc 3 ed ac i punti ove i 
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raggi AO, BO, CO incontrano il circolo dell# 

T 'avole , formeremo un triangolo abc simile al 
triangolo proposto, e di cui i lati aà, bc, ed ac 
si dedurran dalle Tavole. 

La similitudine dei due triangoli ABC, ed 
abc divien manifesta allorché s’osserva che le 
rette aO, 60, e cO essendo eguali, come raggi 
d’un medesimo circolo come lo sono le rette AÒ, 
BO, CO, i triangoli AOB, BOC, ed AOG hanno 
i loro lati, AO e BO, BO e CO, AO e CO ta- 
gliati proporzionalmente nei punti a e 6, b e c, 
a e c, ed in conseguenza le rette AB e ab , BG e 
6c, AG e ac son respettivamente paralelle: si ha 
dunque 

ab : bc : ac y.ab: bc: a c , 

severo 

i:~ab : \bc : i a c. 

Ciò posto gli angoli del triangolo abc avendo 
i loro vertici sulla circonferenza , son misurati 
dalla metà dell’arco, che sottende il lato, che 
loro è opposto, e ciascun di questi archi ha evi- 
dentemente per seno la metà di questo medesime 
lato 04): dunque 

^ abz= sen c =j sen C , 

±bc = sen a — sen A, 

-j-ac =seu 6 = sen B, • 
ed in conseguenza 

AB : BC : AC : : sen C I sen A : sen B. 

Il paragone dei triangoli AOB ed aOb dimo" 
stra di più ohe AB ab H AO ; aO, ovvero che 
AB I asenC ;; AO : aO , e vale a dire che cia- 
scun lato del triangolo ABC sta al doppio del 
seno dell’ angolo , che gli è opposto come il rag- 

i 
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gio del circolo circoscritto sta a quel delle Ta~ 
vole (*). 


34- Denotando, come nel n.° 3i , i tre angoli 
per A, B, G, ed i lati respettivamente opposti 
a ciascun di questi angoli per a , b ì c, averemo, 
dietro a ciò , che precede , le proporzioni 

sen A ; senB a : i, 
sen A : sen C : ; a : c , 
sen B : sen G ; ; b ; c, 
dalle quali ne dedurremo l’ equazioni 

b' sen B c sen C c sen G 

a sen A’ a~ senA 5 1 ge nB' 

Risolveremo immediatamente con queste pro- 
porzioni un triangolo: i.° allorché si conosceran- 
no due angoli e un lato , poiché allora tutti gli 
angoli saranno dati , ed i lati cercati saranno ne- 
cessariamente opposti a due di questi angoli , se 
per esempio, a è dato, come pure gli angoli B 
e G, toglieremo la somma di questi angoli da due 
retti per aver l’angolo A, e le due prime pro- 
porzioni faran conoscere i lati cercati b, e c- 
2 . quando avremo un angolo, e due lati, uno dei 
quali sia opposto all’angolo dato; se questo è 
per esempio, l’angolo A, coi lati «, e b, calco- 
leremo 1 angolo B per la prima proporzione, e co- 


(*) Potrebbonsi considerare le linee rette ab, bc 
ac come 1 seni medesimi di questi angoli A , B G ’ 
prendendo per unità il diametro del circolo abc. E<di 

nel? On eSta "T Ìe , ra ch £ ilSi 8' Carnet le ha presentante 
nell Opera -nt, telata Gemetria di posizione . Vi si 

seminìi! “ q I le f ta definÌ . ZÌOne ’ dimostrazione 
semphc.ssima, ed elegantissima della Proposizione del 

* llf e «elle sue derivate le più importanti. 


* 
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DI TRIGONO M ETRI A 
noscendo allora due angoli, ricaderemo nel caso 
precedente . 

Vi son due casi, i quali non essendo com- 
presi negli altri, che ho esaminati, sembrano sfug- 
gire al metodo: questi son quelli, nei quali si 
conoscon due lati, e V angolo contenuto , ovvero 
ì tre lati; vado ad occuparmene adesso dell’uno, 
e dell’altro, 

35 Suppongo in primo luogo che si conosca- 
no i due lati a, e b } e l’angolo contenuto C. 

* Ponendo l’ equazioni 

c set) G c sen C 

o sen A * b sen B 

sotto la forma 

asenCzsesen A, £senC = csenB, 
per sommarle membro a membro, ed in seguite 
sottrarle una dall’ tfltra, si trova 

( a -j- b ) sen C = c ( sen A -{-sen B ) , 

( a — b ) sen C = c ( sen A — - sen B ) ; 

dividendo l’ultimo resultato pel primo, il lato 
incognito c disparisce, e si ha 

a — b sen A — sen B 
a-\-b sen A sen B" 

Ma abbiamo veduto (27) che 

sen A — sen B tang§(A — B) 
sen A -]- sen B tang 2 ( A -|-B)’ 
ne concluderemo dunque 

A — B 
A + B 

(*) Possiamo pure, per maggior brevità, intavola- 
re la proporzione 

albi", sen A l sen B (32) , 



a — b tang g ( 
a -f- b tang J ( 
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di dove ne dedurremo la proporzione 

a-\-b l a — ;tang 5 (A-{-B) ; tang£(A — B), 
la quale si enuncia così: La somma di due lati 
d’ un triangolo sta alla lor differenza , come la 
tangente della semi somma degli angoli opposti a 
questi lati sta alla tangente della lor semi diffe- 
renza . / 

Tutto è cernito in questa proporzione eccet- 
tuato A — B; poiché, se si tolga da due quadranti la 
misura dell’ angolo cognito C , il resto sarà quella di 
(A— j— B)i prendendo perciò il valore di tang§ (A— B), 
otterremo 

a — b 

tang|( A — B) = — — X tangiKA-f-B)} 

CL - 4 — O 

formula , che farà conoscere A— -B. Ponendo in 
seguito 

A-{-B = /ra, A — B = ra, 
e sommando quest’ equazioni, concluderemo 


2A: 


m 


-j- ra, ovvero A = 


m n 


dipoi togliendo la seconda dalla prima, otterremo 


2B = ira — n , 


m ■ 


■ n 


ovvero B = — - . 

2 


Si fa manifesto da ciò che, conoscendo la 
somma , m e la differenza n dei due angoli diman- 
dati A,eB, troveremo il maggiore sommando la 
metà della somràa colla metà della differenza, ed il 


dalla quale immediatamente ricavasi 

u-\-b\ a — b ’.l sen A sen B ; sen A — sen B ; 
o ne concluderemo, per il n.°2S, 

<* + à l a — bll tang i (A -j- B) tang|(A— -B). 
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minore togliendo la metà della differenza dalla 
metà della somma . 

Allorché avrem calcolati tutti gli angoli, 
troveremo il terzo lato colla regola del n. 32. 

36 . Possiamo pure trovare immediatamente il ter - 
zo lato abbassando una perpendicolare sopra uno de 1 
lati dati j dall’ pigolo A , per esempio , sul lato dato 
BG ,fig. l6. Averemo , per la proprietà cognita dei Fig. 16. 

— a — a — a 

triangoli obliquangoli, AB=AG-J-BG+2BGXDC, 

*1 segno superiore avendo luogo quando la perpen- 
dicolare cade dentro del triangolo , come nella 
figura, ed il segno inferiore nel caso che dessa 
cada al di fuori; di più, nel triangolo rettangolo 
ADG si ha (3o) l)C=AGXsenDAG=ACXcosG , 

— a — a 

facendo R=i ; concluderemo da ciò AB = AG 4- 

— a 

BG-— *2 AG X BC X cosG, ed in conseguenza 

AB = yj AG + BG — 2AC . BG . eoa G , 
formula, la quale rid ucesi, secondo i simboli sta- 
biliti, a 

c = Va 2 -j- b z — 2 ab cos C ; 
e darà il lato c per mezzo degli altri duea, e f, 
e dell’angolo C. Un segno solo basta riguardo al 
termine 2flòcosCi, perchè, quando l’angolo C è 
ottuso, il suo coseno è negativo e cangia per con- 
seguenza il — in -j- come io esige la costruzione 
geometrica . 

3 j. Questa formula non si presta tanto co- 
modamente al calcolo logaritmico ; ma siccome si ha 

o 1 

cos 2G = 1 — 2 sen C 1 (27) , 
avremo pure 

cos C = 1 — 2 ( sen % C , 
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scrivendo 3 G in luogo di G; e in virtù di questa 
trasformazione otterremo 

cz=zV a 1 b z — 2a&-|~4 a ^( sen 3 G)* = 

V(a — 6) l 4-4«é(sen^G)*. 

T , , . . 2 sen § C , _ 

tacendo in seguito r-V abituri" u, ne re- 

• a — b 0 

salterà c = (a—b ) \/ 1 ^ tang ^ = lz£ , po i_ 

che cos a, = — r — 

v 1 -4- tang ct'~ 

1 1 n 

la tang a col mezzo della prima formula, ed al- 
lorché saremo arrivati all'angolo ss, avremo 

per la seconda c —*■ 


cosa 

Calcolerem facilmente 


cos a 


38 . L’ equazione c = — 2aicosC fa 

conoscere 1 artgolo G allorché i tre lati o,i, ec, 
son dati; poiché, inalzando ciascun dei suoi mem- 
bri al quadrato, se ne ricava 

' o 2 -J-6 2 — c 1 = 206 cos C. 

di dove 

a' + b' — c 1 

cos C = ! • 

2 ab 

ma quest’espressione essendo poco comoda per il 
calcolo logaritmico, fa di mestieri cercarne un’altra. 

Se si scriva 2G' per G, e pongasi 1 — 2 senG ,z 
in luogo di cos G (37), avremo quest’ espressione 

asenC ' 1 — 1 _{- c l~ a *~~ bZ — c ‘—^—l>'-\-2ab _ 

2 ab 2 ,ab 

c ( a . — b) z ( c a — b ) ( c — a~{-b) 

2 ab 2 ab 9 
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ed in conseguenza 

\, oC '*=li±lr±Hf=if±i) = 

* h ab 

(c-(-a— -fi) (c — a-|-fi) 

2 2 


ma. è facil vedere che 


.b. 


c-\-a — b ( c — |— a — j— b ) 

2 2 

c — a -4- b c-j-o-j-fi 
! — — — ! ! a : 


se dunque si faccia c a -j- b ~J> avremo, pren- 
dendo Ja radice quadrata, e rimettendo JGin 
luogo di C' , 


senjC 

r ab 

formula, la quale conduce alla regola seguente; 

Per trovare un angolo d’ un triangolo allor- 
ché i tre lati son cogniti, dalla semi-somma dei 
tre lati togliete successivamente ciascuno di quelli , 
che comprendon V angolo cercalo >; moltiplicate i 
due resti tra loro; dividete questo prodotto per il 
prodotto dei lati, che comprendon l’ angolo cerca- 
lo, e prendete la radice quadrata del quoziente ; 
averete il seno della metà di quest’ angolo . 


3p. La soluzione di tutti i 'casi de’triangoli 
obliquangoli non dipende, come si vede, che dalle 
tre regole enunciate nei num 1 32, 35, e 38, e 
riposa sul Principio, dal quale si è ricavata la so- 
luzione dei triangoli rettangoli nel n.° 3o: sarà 
dunque facile , con un poco (^attenzione , di ritener 


» 
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queste regole; ed il calcolo degli eserapj, che 
darò j sarà bastante per porre il Lettore in istato 
di betì applicarle . 

Esempj della risoluzione dei Triangoli 
rettangoli . 


i .° Conoscendo nel triangolo rettangolo BAC , 
***• ,3, fig. i3 9 l’ipotenu'a a, ed un lato c, trovare l’an- 
golo opposto C a questo lato. Sia l’ ipotenusa 
a = l 3 " ,em , 178, il Iato c = 7 m , 307. Avremo 
( 3 l), per determinar senC, la proporzione 
a ; c ; ; R ; sen C, 
dalla quale ricavasi 


sen C = 


R X c 


e prendendo i logaritmi, 

1 sen C = IR -j- le — \a. 

Per maggiore semplicità ,si faquasi sempre il 
raggio eguale all’unità; il suo logaritmo è allora ze- 
ro, non bisognerà in conseguenza tenerne alcun con- 
to, ed in luogo d’effettuare le sottrazioni, s’im- 
piegano i complementi aritmetici , la teoria dei 
quali vien esposta alla dne de’ miei Elementi d’ Al- 
gebra . Ecco l' operazione : 


le = 17,357 = 0,8667008 

comp. arit. lo=comp. arit. 1 1 3,1 78=8,880 i5o5 
* « 

somma, ovvero 1 sen G == 9,7468615 , 

cne, nelle Tavole corrisponde a 0^377 = G. 

2. 0 Conoscendo l’angolo C = o f , 5837 , l’ ipo- 
tenusa a = 33 ", 253 , trovare il lato b . Avremo ( 3 i) 

R : sen B ovvero cos C : : a : b , 


* 


Digitized by Google 



DI TRIGONOMETRIA 49 

di dove ricavasi 

a X cos G 
“ R ' 

li = la 1 cos C — lR = la-j-l cos C ; 


ora , la = 1 33,253 = • » 1 ,52 1 83o8 

1 cos G = 1 cos o f ,5837 = 9,7841210 

somma, ovvero 1 i = . . . . 1 , 3 o 595 i 8 , • 


che corrisponde nelle Tavole a 2o",228 = i, coli’ 
errore minor d’ un millesimo. 

3 .° Conoscendo il lato e = 5 ", 391, e l'angolo 
B = o f , 35 o 2 , trovare il lato b. Avremo 
R ; tangB H c l i, 

di dove ricavasi 

, c X tang B • 

= £ -, 

li = le -j-*- 1 1 ang B — IR ; 


ora, 1 c = 15,391= .,0,7316693 

1 tang B = l tang o', 35 o 2 = ........ .9,7876255 

som ma, ovvero lc= 0,5192948, 

che risponde nelle Tavole a 3 *, 3 o 6 = c. 


Esempj della Risoluzione de’ Triangoli 
obliquangoli . 

l.° Conoscendo nel triangolo ABC , fig. 16, il Fig- »*• 
lato c, e gli angoli A, e B, trovare il iatoi. 

Sia A =i f , 28 o 5 , B=o f ,5879, c= 27 *, 348 ; l’an- 
golo C sarà 2* — (A-{-ii)=2 , — i f , 8684=0*, l 3 16, 
ed avremo ( 3 a) 

. sen C ; sen B \ I c ; i , 

4 
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di dove ricaveremo 


t _ c X sen B 

= senC ’ 

li = le -t}t- 1 sen B — 1 sen C ; 

ora , le = 1 27,348 = 1 ,4369256 

1 sen B = 1 sen €*,5879 = 9,901 8394 

comp.arit.lsenC^comp.arit.lseno*, i 3 16=0,6877217 

somma, ovvero li= . 2.0264867, 

che risponde nelle Tavole a io 6",?89 =i. 

a. 0 Conoscendo nel triangolo ABC 1 due lati 
a, e b, e l’angolo contenuto C, trovare il terzo la- 
to c. 


Sia 0 = 28", 44 2 > i— * 7 *> 8 o 3 , C = o f ,8426; 
comincieremo in primo luogo dal trovare gli altri 
angoli. Avremo ( 35 ) 

, t , A + B A^-B 

a -f - b : a — b : .* t an g : tan g — — , 

2 £$ 

di dove 


tang: 


-B ( ta "g"T^) 

2 . «-f-i 1 


e 

1 A — B A-f-B . . 

1 tang — — — =s l tang — J- 1 (a — b) — l(o— A) . 


ora , A -f- B = 2* — C = 2 f — o *, 8426 = i*,i 5 f 4 s e 


A B 

2 


0*4787 , 


a b = 28,442 — (-* 17 , 8 o 3 = 46,245 , 

a - — b — 28,442 — 17 , 8 o 3 = 10,639 , 
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A 4 -B 

1 tang — l tan g 0*55787 0,1084874 

l(a— -i)=i 10,639 = 1,0269008 

comp. arit.l(a-{- 6 )=.conip.arit.l. 46 , 245=8,3349353 
, A — B 

somma, ovvero log tang — - — = 9,4703234, 

che corrisponde a o*, 1828. 

Dunque *-j~~ a ^ =A = o*, 76 l 5 , 

A + B A — B „ 
e — = B = c , ,3959. 

2 2 y y 

Adesso, per determinare il lato c, avremp la 
proporzione 

sen B I sen C \ \ b : c, 

di dove 

0 X sen C 

sen B 5 

• lc= li -|-1 sen C*—l sen B; 

ora, li = 1 17,803 = 1 , 25 o 4932 

1 sen G = 1 sen o 1 , 8^2,6 = 9,9865885 

comp. arit.IsenB=comp.arit.lseno^, 3959=0, 2346572 


somma, ovvero lc = 1,4717389 

che corrisponde nelle Tavole a 29*,63o = c. 

3 .° Conoscendo nel triangolo ABC i tre lati 
a, i , c , trovar l’angolo A. 

Sia a = 29", o37 , i = l 8",743 , c ?= 1 3 ", 783 . 

Secondo il num.° 38 , sommeremo i tre lati 
a, i, c tra loro, il che darà 61,562; e dalla metà 
30,781 toglierem successivamente i, e c; conse- 
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guiretno i resti 12 ,o 38, e 16,999: avremo in 
seguito 

1 16,999 = ■. i,^3o4a34 

1 12,o38 = 1 , c8o5543 

comp. arit. 1 18,743 — 8,7271609 

conip, arit. 1 13,782 3== 8,8606878 

somma 19,8988264 

la cui metà, ovvero 1 seti ^ A =3= 9 , 9494 l 32 , 

che nelle Tavola corrisponde a o f ,69^7 = 3 -A- : 
dunque A— 1^3974 • 

4°. Un'Opera della natura di questa non po- 
trebbe mai contenere tutti i casi particolari dell’ap- 
plicazioni di cui la Trigonometrìa rettilinea è 
capace ; io mi limiterò ad indicare la soluzio- 
ne di tre Problemi , i quali si possono risguardare 
come la base dell’arte di levar di Pianta. 

Ecco l’enunciato del primo. 

Essendo data di grandezza , e di posizione 
Fig. 17. sopra un piano una linea retta AB, fig. 17, deter- 
minare , per rapporto a questa linea, la posizione 
d’ un punto C situato nel medesimo piano, ovvero 
(il che è lo stesso) trovar le distanze AG, e BG. 

Per risolverlo, fa di mestieri misurar la li- 
nea AB, la quale è la base dell'operazione, e gli 
angoli CAB, e GBA contenuti tra questa base, e 
le rette, che uniscono le sue estremità col punto 
incognito C, le distanze cercate AG , e BG si calco- 
leranno allora dietro alla regola eunciata nel n. 32 ; 
e tostochè leavremo trovate, costruiremo, mediante 
una scala di parti eguali, sui tre lati dati il trian- 
golo ABC, il quale farà conoscere la posizion re- 
spetti va dei tre punti A, B, e C (*). 


( ¥ ) Io non insisto punto sull’ operazione della 
misura degli angoli perchè la vista degli lstrumenti , 
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Potremo in seguito, mediante la risoluzione 
del triangolo rettangolo ACP , nel quale conosce- 
remo il lato AG, e l’angolo GAP, trovar la lun- 
ghezza della perpendicolare CP abbassata sopra 
AB, ovvero della più corta distanza dal puntoG 
alla linea AB, e la grandezza del segmento AP. 
Questi dati serviran pure a denotare la posizione 
del punto C a riguardo ,della linea AB. Trove- 
rebbesi parimente la situazione d’ un punto D, il 
quale potrebbesi vedere ad un tempo stesso da 
due qualunque dei tre punti A , B, e C. 

4l. Allorché si è determinato immediatamente 
il punto D per rapporto alla linea AB, misurando 
gli angoli DAB, DBA, abbiam tutto ciò eh* è 
necessario per conoscer la distanza scambievole 
dei punti C , e D ; poiché avendo risoluto il trian- 
golo DAB, nello stesso modo che il triangolo 
CAB, e tolto in seguito l’angolo DAB dall’an- 
golo CAB, si conoscono allora nel triangolo CAD 
i due lati AC , e AD, e l’angolo CAD , che dessi 
contengono: l’applicazion delle regole del n.° 35. 


che 8’ impiegano a tal effetto , insegna più di tutto 
ciò che può dirsi a questo riguardo; e per concepire 
la possibilità di questa misura serve d’immaginare 
che siasi posto nel punto A il centro d’ un settore 
di circolo, di cui i raggi sieno diretti secondo i lati 
AB, e AG dell’angolo, che ci proponghiamo di mi- 
surare. Quelli, che vorran dedicarsi alla pratica di 
levar di pianta , potranno consultare il Trattato di 
Trigonometria di Cagnoli, l’articolo Leve e des plans nel 
Dizionario di Matematiche dell' Enciclopedia Metodi- 
ca , il Trattato d’ Agrimensura del Sig. Lefevre , e final- 
mente i Trattati di Geodesia teorica e praticatici Sig. 
Puissant, nei quali si trovano i metodi più esalti 
e più proprjalle grandi operazioni trigonometriche, 
non meno che allo operazioni particolari . 
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éomministra gli altri due angoli I)CA , GDA, ed 
il terzo Iato CD , eh’ è la distanza cercata . L’ an- 
golo DGA dà la posizione della retta Gl); e con- 
siderando AG cotne secante, il paragone degli 
angoli DGA, e CAB fa vedere qual sia l’ indi'* 
nazion di GD a riguardo di AB. 

Partendo dai punti G, e D, e considerando 
allora la retta GD come una nuova base, potre- • 
mo determinare dei nuovi punti , che non si po- 
tessero veder dai due primi A , e B; e continuando 
così di mano in mano, fisseremo la posizion re- 
gpettiva di tutti i punti d’ un Paese. Con questo 
metodo è stata costrutta la Carta di Francia, di- 
retta da Cassini. 

4.3. Il sécorido Problema , di cui debbo oc- 
cuparmi , non è altro Che il primo reso più gene- 
rale supponendo che il punto da determinarsi 
sia situato fuori del piano, sul quale si trova la 
linea AB. Sia G questo punto, ed ABC' il piano 
Fig. 18. su cui giace là linea retta AB , fig. 18. La posi- 
zione del punto C sarà cognita , se sara cognita 
quella del piede C' della perpendicolare abbassata 
da questo punto sul piano ABC' e la lunghezza 
della perpendicolare CC', la quale denota di quan- 
to il punto G è elevato al disopra del punto C', il 
quale si nomina la sua proiezione . In questo 
caso gli angoli G'AB, e C'BA non sono più quelli, 
che si misurano, ma si prendono in loro vece gli 
angoli CAB, e CBA situati nel piano CAB, il qua- 
le passà per le linee AG, e BC condotte dai punti 
dati A, e B al punto dimandato; e per fissare la. 
posizione di questo piano misureremo inoltre l’an- 
golo DBG formato dalla linea CB con la linea 
BD perpendicolare al piano ABC' , ed in conse- 
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guenza paralella alla retta CC' (*). Si risolve il 
triangolo CBA come nel num.° precedente, poiché 
s’hanno anche adesso i medesimi dati; in seguito 
nel triangolo CBG, rettangolo in G', si conosco- 
no l’ipotenusa CB, e l’angolo CBC,il quale è la 
differenza tra 1’ angolo retto DBG , e I’ angolo 
misurato DBG , onde si calcolano i lati CG , e G B . 

Il primoèl’altezza del punto Gal disopra del piano 
C AB, e conduce, unitamente al lato AG , a deter- 
minare AG' per mezzo del triangolo GAG , ret- 
tangolo in C' . Ciò fatto si hanno i tre lati del 
triangolo C'AB, ed il punto C' è in conseguenza 
dato. 

43. Per maggiore semplicità ho supposto la 
linea AB nel piano, al qual si riportano i punti 
da determinarsi; allorché poi detta linea non vi 
si trova, fa di mestieri osservare di più l’angolo 
DBA,^g\ 19 , che dessa fa in questo caso con Fig. «9 
la linea DB perpendicolare al piano A BC' , sul 
quale vuol riportarsi il punto G. Ciò eseguito si 
calcolano in primo luogo , come qui sopra , i lati 
AG , e BC del triangolo ABC , i lati GG', e C'B 
del triangolo rettangolo G BG ; poi nel triangolo 
BA'A, rettangolo in A', ove si conoscono AB, e 
l’angolo ABA' , complemento dell’angolo osser- 
vato DBA , si calcolano BA' , ed AA'. 


(*) Quando si tratta di punti situati sulla super- 
ficie della Terra si sceglie per il piano ABC' un 
piano orizzontale; le rette GC' , e BD sono allora 
verticali ; la lor direzione è data da quella del filo 
a piombo ; il piano CTCB, il quale passa per queste 
linee ,ò verticale, e si trova determinato per mozzo del 
punto C, il quale scorgesi dal punto B, e della linea DB 
La linea C'B è una linea orizzontale giacente in quo- 
sto piano ■ 
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Adesso, se concepiscasi AG" paralellaad A'C', 
ne resulterà il triangolo AC"G, rettangolo in C", 
nel quale conosceremo AG , lato calcolato del trian- 
golo ABC , e GG" differenza tra le linee G G ', 
ovvero AA 7 , e CG r calcolate precedentemente: po- 
tremo in conseguenza calcolare AG", ovvero A'G 7 . 
Ecco dunque il triangolo BAG 7 determinato per 
mezzo de’suoi tre lati, come lo è il triangolo BAG 
nel num.° precedente. i . - •• , 

44- Prendendo a piacimento i lati BG, ed' 
AB, e seguendo l’andamento, che ho già traccia- 
to, si può calcolare il triangolo A'G'B nella ve- 
duta di conoscer l’angolo C 7 BA 7 , formato dalle 
linee CB, e A'B,Ie quali sono nel piano A BG 7 
la proiezióni de’ raggi visuali BC, e AB, condotte 
dal punto B ai punti A , e C . r 

L’angolo G 7 BA 7 compreso tra queste due 
pròjezioni è l’angolo GBA ridotto dal piano in- 
clinato, nel quale desso si trova , al piano A BC’, 
sul qual si riportano gli oggetti, e che ordinaria- 
mente scegliesi orizzontale . Darò in seguito (6a) 
un’altra maniera di ridurre un angolo da un pia- 
no ad un altro: ma il più spesso, siccome i due 
piani , che si considerano , sou poco inclinati tra 
loro, si fa questa riduzione con dei metodi appros- 
simativi molto più corti: di queste riduzioni ne 
sono state compilate altresì delle Tavole. 

Per adesso mi limiterò a far notare che, se sì 
osservassero nel punto A gli angoli EAG, ÉAB, 
e che col ìor mezzo si riducesse l’angolo CAB 
all’angolo C 7 A'B,eche poi si calcolasse A'B mol- 
tiplicando AB per il coseno dell’angolo ABA 7 , 
ovvero per il seno dell’angolo DBA: conoscendo 
allora immediatamente gli angoli C 7 BA 7 , C'A B, 
ed A 7 B, là determinazione del punto C' rientre- 
rebbe in ciò eh’ è stato già detto nel n.° 40 . 
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La riduzione ai piano orizzontale non è la 
sola , che siavi da fare rispetto agli angoli osser- 
vati; raramente succede che uno possa porsi nei 
punti notabili, i quali si scelgono per vertici 
degli angoli , e che ordinariamente sono lg 
punte dei Campanili , delle Torri ec. : da ciò ha 
origine una nuova riduzione , la quale si chiama 
riduzione degli angoli al centro della stazione. 

Fa di mestieri consultare sopra questo argomento, 
come sopra tutte le attenzioni minutissime, ch’esi- 
gono le grandi operazioni trigonometriche , 1’ O- 
pera del Sig. Dtlambre intitolata Metodi ana- 
litici per la determinazione d’ un arco di Meridia- 
no ,ed i Trattati del Sig. Puissarit di già sopra ci- 
tati . . ^ 

45. TI terzo Problema , che debbo adesso ri- 
solvere, ha per oggetto la determinazione di un 
punto per mezzo dell' osservatióne degli angoli 
compresi tra le rette condotte da i/uesto punto a 
tre punti dati; e desso presentasi come uno dei 
mezzi più comodi per por sopra un piano, ovvero 
su d’una Carta, un punto che non vi si trovi no- 
tato. 

Allorché si considera questo Problema nel 
caso il più generale , desso riportasi alla Geome- 
tria dello spazio, ed io n’ho data la soluzione 
grafica nel Complemento degli Elementi di Geo- 
metria; ma quando i tre angoli sono in un me- 
desimo piapo , ve n’ è sempre uno , eh’ è la som- 
ma, o la differenza degli altri due, di maniera 
che serve osservare questi ultimi per concluderne 
il primo; ed a questo caso si posson ridurre gli 
altri servendosi della riduzione degli angoli al 
piano orizzontale, insegnata nel n.® 62. 

La soluzione grafica di questo caso consiste 
'nel descrivere sulle linee AB, ed AC, fig. 20., Fig. 10. 
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che uniscono i tre punti dati A , B , C , due segmenti 
di circolo capaci degli angoli BDA, CDA os- 
servati nel punto cercato T) , tra i punti A e B, 
A e G.Xje circonferenze dei circolisi taglieranno 
in primo luogo uel punto, cb ! è stato loro reso 
comune dalla costruzione, ed in seguito nel punto 
D, il quale sarà evidentemente il punto cercato. 

Io non entrerò nella discussione dei differenti 
casi , che può presentare il Problema relativa- 
mente alle diverse situazioni respettive dei punti 
dati A, B, G , e del punto cercato D. Mi ristrin- 
terò solamente a far notare che la somma deo-li 
gngoli osservati BDA , GDA indica se siarn situa- 
ti dentro, o fuori del triangolo ABC . Nel primo 
caso dessa sorpassa due retti, nel secondo dessa è 
minore ; e se dessa fosse precisamente eguale a due 
retti, saremmo posti sulla linea retta BG . Ciò è 
troppo facile a dimostrarsi perchè io non mi trat- 
tenga a provarlo. 

Ecco una delle maniere d’applicare a questo 
Problema il calcolo trigonometrico. I dati sono le 
parti del triangolo BAG, e gli angoli osservati 
BDA, e GDA: farò in conseguenza 

AB = a, AG = J, BDA == *, CD A= C, BAG = y, 
e prenderò per incognite 

ABD —x, . AGD==x, 
perchè questi angoli essendo trovati, ne conosce- 
remo due con un lato in ciasòun dei triangoli 
BAD j e DAG, dei quali potremo calcolare allora 
tutte le parti ( 34 ). Ciò posto, i triangoli BAD, 
e DAG daranno 

sen BDA : sen ABD: :AB : AD, 
senCDA ; sen AGDl : AG : AD, 
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a sena: 

’s 


ovvero sena ; sena:; ;a ; AD =- 


sen£ ; sen^I lb ; AD 


sena 
b seny 
se n C ’ 


concluderemo da ciò l’eqnazione 
a sena: òseny 

sena senG ’ 
la quale riducesi a 

a sen 6 sen x — ò sen a sen^ = o. 

Ma nel quadrilatero ABDC si ha 

ACD=4 an g- rett * — ADB — ADC — BAC— ABD , 

di. dove y = 4 an g' rett i— ' - ct—~G — y — -»xj 
facendo, per abbreviare, 

4 ang. retti — a — 6 — y == i , 
conseguiremo y = S — x, ed in conseguenza 
asenCsenx — òsena(senicos.z — cosisenx)=o ; 
dividendo tutto per sen x , otterremo 

- / cos oc \ 

«sen 6 — £sen a ( seni -cosi j = o; 

\ sénx / 

di dove ne concluderemo 

coso: à sen £ -4- b sen a cos i 

ss cot x= . 

senx b sen a seni 

Se si divida quest’ espressione in due parti, avremo 

a sen £ . cos i 


COt X : 


b sen a sen i ' sen i 8 

oppure cot a: 
ovvero finalmente 

cot x = cot i 


cosi/. asen£ , \ 

~seni\ÒBen a cosi ' / 

seng/ . A, 

b sen a cos i ) 


G 
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Ecco il Problema risoluto -, poiché, mediante 
l’angolo x } si ha l’angolo y . 

Nota sulla Livellazione . 

È utile osservare come col mezzo del triangolo 
9- rettangolo ABA ' , fig. 19, siasi determinata nel n/43 
l’altezza A A' del punto A al disopra del punto A>, 
che gli corrisponde nel piano AC'B, perchè se quest’ 
ultimo è orizzontale, la linea A A' è la differenza di 
livello tra il punto A, ed il medesimo piano, ed in 
conseguenza anco tra il punto A, ed il punto B. 

L’operazióne, la qual fa conoscere questa diffe- 
renza, si dice livellazione -, dessu eseguiscesi in più ma- 
niere secando la natura degli lstrumenti, che vi s’im- 
piegano, e l’estension degli spazj, che vi si considera- 
no; ma il suo fine è sempre quello di determinare di 
quanto un punto è più elevato , ovvero più basso d’ un 
altro nel senso verticale , oppure perpendicolarmente 
alla superficie terrestre , Esistono dei Trattati speciali 
di livellazione, ai quali rimanderò il Lettore ma (leggio 
avvertire eho sin da che si possiede nel Circolo ripetito- 
re un fstrumento portatile, proprio a misurare gli an- 
goli con la maggior esattezza, si può, corn’io l’ho 
indicato nel n.° 43, trovare immediatamente la dif- 
ferenza di livello di due punti mediante la misura 
dell’angolo, ohe facon la verticale, che passa per uno 
di quosti pùnti, la retta che gli unisce . 

Ho supposto nel Testo le due rette DB, ed AA'pa- 
ralelle tra loro; ma questa circostanza non ha luogo per 
le verticali se non che in un intervallo assai piccolo a 
motivo della convessità della superficie terrestre. Sup- 
ponendola sferica, ipotesi presso a poco esatta, le 
verticali concorreranno nel centro C, come lo dimo- 
strano le linee AG, e BG,. fig. 21; la linea BA' per- 
pendicolare a BD sarà solamente tangente al punto 
B della superficie terrestre, e la differenza di livello , 
secondo la definizione data disopra, sarà Aa, e non 
AA', e vale a dire la differenza tra i lati BG, c AG 
del triangolo ABC, noi qual si conoscono il lato AB 
misurato, il lato BG eguale al raggio medio della Ter- 
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ra, eh’ è di 6 366 198 metri, finalmente l’angolo B 
compreso tra questi lati, e supplemento dell angolo 
osservato DBA. Ciò posto, se si prenda 

BC = a, AC—b, Altre, 


conseguiremo ( 36 ) , 

b zz Va' 1 -j - c* — 2ac °eS B ; 

e siccome c è sempre piccolissimo a riguardo 'di a, do 
a quest’espressione la forma 


Facendo.in seguito, per abbreviare,— 


— . — cosBrrm 


poi sviluppando per la formula del binomio , otterremo 

*=«{ 1+ ^}‘= » { , + °i - s *-£+» ■}. 

e la linea cercata Aa essendo eguale a b — a, suppor 
rò òrra-J-if, d’onde resulterà , dopo la riduzione, 

c l m* , 

t — cm — j f-ec. 

a 

La quantità m , e le sue potenze si calcoléran fa 

0 H 9 

cilmente col mezzodei logaritmi prendendo— rscosB 
perchè allora 

— — cosBrrcosB' — cos B=2sen § (B+B') sen £ (B — B') . 
2 a 

Quando l’angolo B è retto, la linea BA si confon- 
de con BA'; e se si consideri allora il punto a , in- 
tersezione di BA', e del raggio AG, si ha c=B«.', e 
/ diverrà età.', vale a dir la distanza tra il punto a! 
preso sulla tangente, ed il punto <x, che gli corrispon- 
de sulla superficie terrestre, ovvero la differenza tra il 
livello apparente, ed il livello reale. In questo caso 


c 

m — ; cosi 

2 a 


' c 

ò— )+ ec -> 

2o 8a J 


Digitized by Google 



62 TRATTATO ELEMENTARI 


il che fa conoscere la quantità, di cui la superficie ter- 
restre s’ abbassa al disotto della sua tangente a una 
distanza c dal punto di contatto. 

Il piu spesso riportasi in primo luogo il punto A 
in A' sulla tangente BA' ; di poi , a motivo della pic- 
colezza dell’angolo C, si riguardan le rotte -A A', ed 
• Aa' come confuso l’ una coll’ altra . e si prende per Aa 
ia somma delle rette AA', ed a*'. 

Possiam dispensarci dal misurare la distanza AB, 
purché s’osservi l’angolo EAB nel medesimo tempo 
che l’angolo DBA . Si conoscono allora , nel triango- 
lo ABC, i due angoli B,eA, supplementi degli ango- 
li osservati , e si ha (35) 

b — a _ tang \ (A — B) 

6-j-a tang § (A -f- B) 


Facendo, per abbreviare, 
e b — Q- j-fT, sì trova 


tang j (A — B) 

tang | (A -f- B) ”* ■* 


* «f 

- — r— ■ = m , ovvero 


& =r 


2 am 


l — m 


ora 



= 1 -f- m -j- m* -j- ec . (. Elem . d’ Algebra ) : 


dunque S — iam ■ j » 

ferie convei'géntissima quando gli angoli A , e B si 
avvicinano ad esser retti. Il più spesso servirà il pri- 
mo terminerà*». 

Quando s’opera con esattezza, fa di mestieri cor- 
reggere gli angoli EAB, e DBA dalla refrazione, 
che provano i raggi di luce traversando l’aria da A 
fino a B; ma ho riportati principalmente i due pre- 
cedenti Problemi per servir d’esempio dell’ applicazion 
delle Serie alla risoluzione approssimativa di oeytj 
casi dei triangoli rettilinei. 


4 
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CAPITOLO SECONDO 
Della Trigonometria Sferica . 


*6. 1 triangoli sferici , che si calcolano ordi- 
nariamente, son quelli, che vengono circoscritti sul- 
la superficie della Sfera da tre gran circoli i quali si 
tagliano due a due. Un di questi tali triangoli de- 
termina sempre un angolo trièdro , e reciprocamen- 
te da un simil angolo se ne deduce pure un trian- 
golo sferico. Infatti, sia ABC,yìg\ 23, un trian- Fig. M . 
golo sferico qualunque, e siansi condotti da cia- 
scuno de’ suoi angoli al centro della Sfera, di cui 
detto triangolo fa parte, i raggi AS, BS, CS; 
i piani ABS, ACS, BCS saranuo quelli dei gran 
circoli , sui quali son presi gli archi AB, AG, BC, 
lati del proposto triangolo, e questi archi misu- 
rano gli angoli rettilinei compresi su ciascuna del- 
le faccio dell’ angolo trièdro SABC tra le sue co- 
stole o spigoli SA e SB, SA e SG, SB e SG. L’in- 
clinazion di due piani misurasi, come si sa, dall’an- 
golo rettilineo formato da due rette condottte in 
ciascuno di questi piani da un medesimo punto 
della loro comune sezione perpendicolarmente a 
questa linea; segue da ciò che, se per il punto 
A si tirin le rette AI, ed AK, ambedue perpen- 
dicolari ad AS, ma la prima pel piano GAS, e 
la seconda nel piano BAS, l’angolo rettilineo IAK 
misurerà l’inclinazione di questi due piani. E 
facil vedere d’altronde che la linea AI sarà tan- 
gente dell’arco AC, e che AK sarà tangente del- 
l’arco AB; e siccome si prende per l’angolo. 
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che forman due linee curve , quello che compren- 
dono le due tangenti condotte dal punto ove detto 
curve s’incontrano, l’ angolo IAK sarà dunque 
anco la misura deli’ angolo fatto dagli archi AG, 
ed AB. Sarebbe lo stesso a riguardo di ciascuno 
degli altri due angoli del triangolo; le inclinazio- 
ni delle faccie dell’angolo trièdro SABG hanno 
dunque la medesima misura che l’angolo corri- 
spondente del triangolo sferico BAG. li triangolo 
sferico, e l’angolo trièdro son composti in conse- 
guenza di sei parti, le quali si corrispundon tra 
loro, cioè i tre lati del triangolo, i quali corri- 
spondono agli angoli formati dalle costole dell’ 
angolo trièdro , e i tre angoli del triangolo, che 
corrispondono alle inclinazioni scambievoli delle 
faecie del triangolo trièdro. 

Euler , il qual si è occopato a più riprese della. 
Trigonometria sferica affine di presentarla sotto 
dei novi punti di vista, ha dato, nel 1779 (*)» - 
nna Memoria , la quale si può riguardare come 
un Trattato completo di questo ramo delle Mate- 
matiche. La sua fórma interamente analitica mi 
ha impegnato a presentarla a’ miei Lettori facen- 
dovi i cangiamenti necessar) per non l’appoggiare 
che ad un solo Principio, e semplicizzarne alcuni 
resultati . 

47. Tutto ciò, che ho da dire sui triangoli 
sferici, riposa unicamente sulla costruzione seguente, 
laquale in consegenza è importante di ben intendere. 


' (*) Ada Academiae scientiarum Petropolitanae . 

anni 1779, Pars prior ; vedete pure lo Sviluppo della 
parte elementare delle Matematiche , di Bertrand, Gi- 
nevra 1778 ( T. 11 , pag. 570 ). 
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Dall’angolo G del triangolo ABC si abbassi 
una perpendicolare GD sul piano ASB dal lato 
BA opposto a quest’angolo: dal punto D si con- 
ducano le linee rette ED, DF respettivament^ 
perpendicolari sopra SA, e SB; si tirino le linee 
CE, e GF, le quali saranno respettivamente per- 
pendicolari alle linee SA, e SB ( Geomet .). Segue 
da ciò che gli angoli CED, e GFD misurano le 
inclinazioni dei piatii GSA, e CSB sul piano ASB , 
ovvero, eh’ è la stessa cosa, danno il valore degli 
angoli A, e B del triangolo sferico ABC. Deno- 
terò d’ora in avanti gli angoli di questi triango- 
li colla lettera posta al lor vertice, ed i lati, che 
ai medesimi son opposti, con una lettera simile, 
ma presa nell’Alfabeto minuscolo: qui, come nel 
n.° 3l, il lato BC opposto all’angolo A si chia- 
merà a, e così degli altri. Il raggio delle Tavole 
essendo supposto eguale all’unità', avremo allora 
CE = sen GA = sen b , SE = eosCA = cos b t 
CF = sen GB = sen o, SF=scosCB = cosa. 
Nel triangolo rettilineo CDE, rettangolo in D, 
e di cui l'angolo CED = A, troveremo 
CD = CE sen CED=senòsen A, 

DE = GE cos GED = sen b cos A . 

Per mezzo del triangolo rettilineo GDF , parimente 
rettangolo in D, e di cui l’angolo GDF = B , 
otterremo 

CD = CF sen CFD = sen a sen B , 

DF = GF cos CFD == sen a cos B . 

Le due espressioni della linea GD essendo 
eguagliate tra loro , danno immediatamente 

sen b sen A = sen a sen B (A) ; 

resultato , eh’ è , per rapporto ai triangoli sferici , 
l’analogo a quello del n.° Sa* 

5 
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E manifesto che si debbono avere ancóra le 
due equazioni seguenti : 

sen c sen A = seri a sen C , 
sen c sen B = sen b sen C . 

Adesso pel punto E conduco EG perpendi- 
colare sopra SB, e pel punto D tiro DII para- 
iella aSB: formo in questa maniera un triangolo • 
rettangolo HDE, nel quale HED=ASB, poiché, 
togliendo l’angolo GES dall’ angolo retto SED, 
si ha per resto HED ; e l’ angolo ASB , ovvero 
ESG è pure la differenza tra un angolo retto, e 
1 ’ angolo GES. Dalla risoluzion del triangolo EHD 
dedurremo per conseguenza 
HD = DE sen DEH = DE sen c =cos A sen ósen c : 
ma SF=cosa = SG-f GF = SG + HD, e SG 
— SE cos ESG =cos b cose ; avrem dunque 
cos a = cos b cos c — cos A sen b sen c ; 
equazione, ch’esprime la relazione, ch’esiste 
tra il lato a , gli altri due lati i,ec, e l’angolo, 
eh’ essi contengono . 

È chiaro che considerando in particolare 
ciascun di questi ultimi lati , troverem parimente 
due equazioni simili alla precedente, e formeremo 
in tal maniera tra le sei parti del triangolo ABC le 
tre equazioni 

cos a == cos b cos c -J- cos A sen b sen c 
cos b — cos a cos c cos B 6en a sen c 

cos c = cos a cos b cos C sen a sen b 

48. Queste tre equazioni contengono impli- 
citamente l’ equazioni (A)'. Per convincersene, serve 
prendere i valori, che desse danno per cosA, cosB, 
cosG, e sostituirli nell’ equazioni 
Seti A 2 = 1 — cos A 2 
sen B* = 1 — cos B 1 
sen C 2 = 1 — cos G\ 
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sen A 1 = l — ' 
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Si trova per la prima di queste 

cosa 1 -— 2cosacosi>cosc-^-c08& 1 cosc 1 
sen b seu c 

sen b* sene 1 — co.«a a -|- 2 cosa cosi cose— cosi*cosc 1 
seni 1 sene* 

( l — cosi 1 )( 1 — cose 1 )' — eosi I cosc 1 — cosa 2 -{-2cosacos&eosc 

sen i 1 sen c~ 


l — cos a 1 — cos i 1 — • cos c 1 - j- 2 cos a cos i cos c 

7 2 2 5 

sen& sene 

• 

moltiplicando i due termini di questa frazione per 
sena 1 , e prendendo in seguito la radice quadra- 
ta, otterremo 

V i — cosa 1 — cosi 1 — cosc 1 -[-2cosacosif ose 

senA=senaX : 

sena sen i seu c 

Se, aflin d’abbreviare, si rappresenti per M la 
quantità, che moltiplica sen a nel secondo mem- 
bro di quest’equazione, avremo 
sen A = M sen a; 
troverem parimente 

sénB=Mseni, sen C = M sene, 
e, per l’ eliminazione di M , ricaderemo sull’ equa- 
zioni (A). E a proposito l’osservare che i tre la- 
ti a , i , c entrano tutti della stessa maniera nelfe- 
spressione di M; poiché egli è per questa ragione 
che detta espressione è comune ai valori dei seni 
di ciascuno degli angoli (*). 


(*) Denotando per N il numeratore della quan- 
tità M, per y , 6 , a. tre costole contigue d’un tetraedro 
qualuuque, e per a, b, e i tre angoli, cho desse for- 
mano, resulta da una Memoria d’ Euler che il volume 
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Inequazioni (B) serviranno dunque per ri- 
solver un triangolo sferico qualunquesiasi allorché 
si conosceranno tre delle sue parti, osservando che 
il seno, e il coseno non debbon essere risguardati 
che come una sola incognita , poiché si può sem- 
pre esprimer L’uno per l’altro. 

L’applicazione dell’equazioni (B) ai differenti 
casi , che possono presentarsi , divien più facile 
mediante alcune trasformazioni, che vado ad ef- 
fettuare . 

. 49- Si posson cangiare gli angoli nei lati , che 

sono a loro opposti, e reciprocamente, osservando 
di dare il segno — ai coseni. Per dimostrarlo, 
fa di mestieri eliminare coso dalle due ultime equa-? 
zioni coi mezzo della prima ; troveremo 
cosfcrcos b co8c 2 -|-co8 Asenòsenccosc-f cosBsenosene, 
cose— cosò 1 cosc -J-cosAsenòsenccosò-fcosCseiutsenò. 
Sostituendo in questi resultati i — sene 1 a cose 1 , 
1— senò* a cosò 1 , i medesimi si riducon più semplici; 
il primo divien divisibile per sen c, il secondo per 
sonò, ed essi possono in seguito scriversi nel modo se- 
guente ' 

cosB sena=cosòsenc — cosAsenòcosc 
cosCsene=senòco8C — cosAcosòsenc 
Se si moltiplichi la seconda di queste equazioni 


di questo tetraedro è eguale a -|«€yX2N, e che § N 
riducasi a 

Vsen £(a-(-ò-|-c)sen Jfa-j-ò — c)sen — èjsen jfò+c — a) . 

Nel Tetraedro SABC a=€=y=:i ; il suo volume 
èldunque eguale ai N. (Vedete i Novi Commentari iAcad. 
Petropolitanae T. IV. pag. l 6 o , ed il sesto Quaderno 
del Giornale della Scuola Politecnica pag. 270). 
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per cos A, poi si sommi colla prima, e vi si 
sostituisca 1 — sen A 2 in luogo di cos A 1 , otterremo 
sen a (cos B -{- cos A cos C) = sen A 2 cos b sen c ; 
masegue dall’equazioni ( A) che sencsen A=senasenC; 
facendo la sostituzione di questo valore nel secon- 
do membro dell'equazione di sopra, essa diverrà 
divisibile per sena, ed avremo per resultato 
cos B cos A cos C = cos b sen A sen G , 

ovvero, eh’ è la stessa cosa. 


cos B = — cos AcosG-|-cos &sen A sen C. 
Paragonando quest’equazione coll' equazioni (B), 
si vede eh’ essa dedurrebbesi immediatamente 
dalla seconda cangiando le lettere grandi in pic- 
cole, e reciprocamente, e dando a tutti i coseni 
il segno — . Difatto, operando di tal maniera, 
s’ottiene 


— cos B = cos A cos G — cos b sen A sen C ; 
equazione, la quale riducesi alla precedente allor- 
ché vi si cangiano tutti i segni . 

o n 

La relazione, che ha l’angolo B coi due an- 
goli A, C, ed il lato b , che dessi intercettano, 
esiste necessariamente in ciascuna delle combina- 
zioni simili d’angoli, e di lati: si hanno dunque 
nel medesimo tempo le tre equazioni 


cosA=— -cosB cosC-|-cosasen BsenC ì 

cosB = — cosAcosG-J-cósèsenAsenC \ . . . (B ). 

cosG=— cosAcosB-4-coscsenAsenB I 


5o. Bisogna osservare che prendendo i coseni 
negativamente si passa dagli archi a, b , c , e dagli 
angoli A , B , G ai lor supplementi , poiché — cosA= 
cos ( 2 * — A) , — cos a = cos ( 2 * — a ) , e cossi degli 
altri (23). Se si sostituiscono questi valori nell’ e- 
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quazioni di sopra, facendo/', per abbreviare , 2 f — 
À=A',a , — a=a',èc., esse prenderanno la forma 

cosAzzrcosB'cojC-l-cosasenB'senCj 
cosB , ^cosAcosC-j-cos/ZsenAsenCS ; 
cosC =cosA , cosB , -{-cosc , sen A'senB'y 
equazioni perfettamente simili all’ equazioni (B), 
e die a ppartengono in conseguenza ad un triangolo 
sferico, i cui lati sono A', B', C', e «rii angoli 
a , b\ c . Un tal triangolo ha dunque i suoi angoli 
misurati dai supplementi dedati del triangolo ABC, 
ed i suoi lati misuranoi supplementi degli angoli 
del medesimo triangolo: desso è denotato nei Li- 
bri di Trigonometria sotto il nome di triangolo sup- 
plemen tarlo , e si dimostra che i vertici de’suoi an- 
goli sono i poli dei Iati del primo, e viceversa. 

5l. Liquazioni ottenute nel n.° 49 sotto la 
designazione (G) , le quali contengono cinque par- 
ti del triangolo sferico ABC, possono trasfor- 
marci in altre, che non ne contengono più che 
quattro. Bisogna per questo sostituire in luogo 

sen b sen A 

ai sena nella prima - — , e nella seconda 

sen c sen A 


sen G 

remo allora 


(47); 


e siccorrse 


sen B 
cos p 

sen p 


’■ cot p , trove- 


cot B = 
cot G = 


cos b sen c — cos A sen J cos c 
sen A sen b 

sen b cos c — cos A cos b sen c 
sen A sen c 



(D). 


E facile di formare, coll’ispezione di questi 
valori, tutti quelli, che son loro analoghi, per- 
mutandovi le lettere in una maniera, convene- 
vole -, ina importa soprattntto osservare che, poiché 
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dessi sono dedotti dall’ equazioni (B), vi potremo 
cangiare della maniera medesima che in quest’ul- 
time i lati in angoli , e reciprocamente , dando ai 
coseni , ed alle cotangenti il segno contrario a 
quello, che dessi hanno, e otterremo 

cos B sen C -|- cos a sen B cos G 


cot b = - 


sena sen B ^ 

sen B cos C 4- cos a cos B sen C 
cot c = 1 =- 


sen a sen G 


$ 




52. I cinque sistemi d’equazioni (A), (B), 

(B ) , (D) , (D') somministrano immediatamonte 
la risoluzione di tutti i casi, che può offrire un 
triangolo sferico qualunquesiasi . Il primo .sistema 
esprime la relazione, ch’esiste tra gli angoli, ed i 
liti opposti . ‘ , 

53. Ricavansi dal secondo le sei formule se- 


guenti 


cos a = cos b cos c -j-cos A sen b sen c' 
cos b = cos a cos c -|- cos B sen a sen c 
cos c = cos a cos b -{- cos C sen a sen b 

cos a — cos b cos c' 


•A-r 


cos A = 
cos B = 


sen b sen c 
cos b — cos a cos c 


cos C = 


sen a sen c 
cos c — cos a cos b 


sen a sen b 




d cui le tre prime fanno conoscere un lato col 
rozzo degli altri due, e dell’ angolo, eh’ essi con- 
tegono, e di cui le tre ultime danno gli angoli 
pe mezzo dei lati» 
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54- Il terzo sistema produce, come il pre- 
cedente, sei formule, le quali sono 

cos A = — cos B cos C-{-senB sen G cos a 
cos B = — cos A cos C-j-sen A sen Gcos b 
cos G = — cos A cos B -j- sen A sen B cos c 
cos A cos B cos G 


cosa = 


cos b = 


sen B sen G 
cos B -J- cos A cos G 


cose: 


sen A sen G 
cos G cos A cos B 
sen A sen B 

Le. tre prime faran trovare un angolo allor- 
ché si conosceran gli altri due , ed il lato intei- 
cetto tra loro: le tre ultime daranno ciascuno dt’ 
lati allorché tutti gli angoli saranno cogniti . 

55 II quarto sistema , facendovi tutte le per- 
mutazioni possibili, somministra le sei formule 

cos a sen b — cos G sen a cos b 


cot A — 
cot B = 
cot A = 


sen C sen a 

sen a cos b — cos G cos a sen b 
sen C sen b 

c. os a sen c — cos B sen a cos c 


oot G = 
cot B = 


sen B sen a 

sen a cos c — . cos B cos a sen c 


COt C = 3 = r 


sen B sen c 

cos b sen c ■ — cos A sen b cos c 
sen A sen b 

sen b cos c — cos A cos b sen c 


sen A sen c 
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per mezzo delle quali si determineranno due degli 
angoli d’un triangolo sferico allorché si conosce- 
ranno il terzo angolo, ed i lati, che lo contengono, 
56. Il quinto sistema finalmente conduce alle 
sei formule seguenti 


cos A sen B 4- cose sen AcosB 

cota= 1 . 

sencsen A 


cot b 1 


sen Acos B-i- cos c cos A sen B 
sen c sen B 


cos A sen C 4- cos b sen A cos G 

cot a = ! 

sen b sen A 


sen A cos C 4- cos b cos A sen G 

cot c = ! — 

sen ùsenC 

cos B sen C4-cos a sen BcosC 


cot 4 = 


sen a 


senB 


sen B cos C 4- cos a cos B sen G 

cot c = , 

sena sen G 


le quali serviranno a determinare duede’lati d’uo 
triangolo quando si conosceranno il terzo, e i due 
angoli, tra i quali è frapposto. 

5/. Le formule concluse dai sistemi (B), (B') a 
(D), e (D') (53, 56) meritano la più grande at- 
tenzione tanto per la loro eleganza quanto anco- 
ra per la proprietà, ch’esse hanno, di far cono- 
scere se F arco , ovvero F angolo , che desse espri- 
mono, sia minore, 0 maggior d’un quadrante, 
ovvero d’un^hgolo retto ; proprietà , che non avreb- 
bero F espressioni dei seni dei medesimi archi . 
Infatti, il seno d’un arco essendo lo stesso che 
quello del supplemento di quest’arco, tanto per 
il suo valore, che per il suo segno, ogni qualvol- 


■A 

' 
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ta che non ai conosca che il seno d’un arco, non 
è possibile di saper se quest’arco debb’ essere 
minore, o maggior d’un qnadrante; ma allorché 
abbiamo il coseno , o la cotangente, e che si sa d’al- 
tronde che quest’arco non può esser eguale alla 
semicirconferenza, eh’ è il caso de’ lati dei trian- 



i ' 7 - 7 

e la cotangente hanno il segno — nel primo caso, 
ed il segno -|- nel secondo . Se dunque si ha cura 
di dare alle quantità cognite, ch’entrano nelle 
formule riportate qui sopra, i segni, dai quali 
debbon essere affette dietro al valore degli archi, 
ai quali appartengono, il segno del resultato farà 
conoscerla specie del lato, o dell’ angolo cercato, 
e vale a dire, se desso sia minore, o mag- 
gior d’un quadrante , se desso sia acuto, ovvero 
ottuso. 

58. Queste medesime formule molto si sem- 
plicizzano allorché il triangolo proposto è rettan- 
golo , vale a dire allorché uno dei suoi angoli è 
retto. Difatto, se si supponga che C = i*, avremo 

8enC=l, cosC = o, 
ed otterremo 


cos c = cos a cos b (53) 
cos A cos B 


cos c = 


sen Asen B 


= cot A cot B (54) 


. - Tr i 


cos A = sen B cos a 
cos B = sen A cos b 


( 54 ) 


sen a = sen c sen A , sen b = sen c sen B (4f) 


cosB ' 

cot b= 5 

senaseni» 

cos A 
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tan<rft=seno tang B 


cota= 


cotc= 


senòsenA 

cosicosA 


cot c= - 


sen b 
cosacosB 


sen a 


(56), di dove 


tanga=senòtangA 
tang£=cosAtangc 

tanga=cosBtangc; 

e non prendendo tra queste formule se non che 
quelle , che differiscono essenzialmente , averemo 
le sei , che seguono 


cos c = cosacosB 
cos c = cot A cot B 
sen a = sen c sen A 
tanga=sen b tang A 
tanga=cos B tang c 
cos A = sen B cos a , 


le quali pei cangiamenti, di cui son suscettibili, 
serviran per risolvere i triangoli sferici rettangoli 
in C, in cui il lato c, opposto all’angolo retto, 
chiamasi ipotenusa , come nei triangoli rettilinei. 
Si otterrebbero delle formule analoghe pel caso 
ov’ il triangolo sferico proposto avesse un dei suoi 
lati eguale al quadrante ; ma non mi tratterrò 
sopra questo caso. • 

59 . Afiin di poter applicare comodamente i 
logaritmi ai calcoli dei triangoli sferici, fa di me- 
stieri trasformare le formule dei num.' 53, e 
54 in altre, di cui il numeratore, ed il denomi- 
natore sien decomposti in fattori; questo è ciò, 
eh’ Euler ha fatto in una maniera quanto sem- 
plice altrettanto elegante . 





/ 
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1. * Dall’ espressione cos A = f 

senserie * 

compresa tra quelle del n.° 53, ricavasi 

— <0— c«« 

seni sene ' 

■ a cos a — cos (b — U c) 

l cos A = J 

sonisene 

» 

dal che ne segue, a motivo di - — ^ 1 - = tangiAVa*): 
>.. 1 . ì l»_ <! " (*-<=)— co»» 

cos a — cos (A — (— c) ’ 

ma cos p — cos 7 = — 2 sen s (p— een^Cp — q)(2f) ; 

dunque tang~?A= / / sen i(^ c-j-a)seng(i — c — a) . 

' scn 2 (o-|“i-|-c)seu 5 (a — i — c) 

Operando nella stessa maniera sulle altre espres- 
sioni del medesimo n.° 53, arriveremo a dei resul- 
tamene consimili. 

2 . ° Prendendo nel n.° 54 1* espressione r 

cos A -4- cos B cos C 

cos a = L — — , 

senB sen C 

se ne deduce 

cos (B —I— C) —I— cos A 

i — cos«= L ■ ' , 

sen B sen (j 

. cos A -4- cos (B — G ) 

i4-cosa= „ -, 

sen B sen C 

, , cos (B 4- C) -4- cos A 

donde tang2 «==:—•« 1 ' ; 

cos (B — C) -j- cos A 

ma cos p cos q = 2C0S a (p -f- q) cos g (p — q) ( 27 ) : 


dunque tang^a 


C 08 l(B-f 

V cosiYB— ( 


cosg (B— (— 1 C -j-* A)co sg ( B~|— G— A) 


cosg(B— C-[-A)co82(B — C — A) 
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formala, che il segno — del numeratore non ren- 
de immaginaria perchè l’arco A -j- B C, sorpas- 
sando un quadrante, ha il suo coseno negativo (*). 
3.° L’espressioni del n.*53 danno pure 
cos a — cos b cos c = sen b sen c cos A , 
cos b — cos a cos c = sen a sen c cos B ; 
e dividendo la prima di queste equazioni per la 
seconda , e osservando che dietro l’ equazioni (A) 
si ha 


sen b sen B 


' sen a sen A ’ 



{*) Euler , all’ effetto di dare maggior uniformità 
ai suoi resultati, impiega sempre le tangenti degli ar- 
chi da determinare ; ma si può, in ciò che precede’, 
arrivare un poco più semplicemente al seno. 

1. "Si ha l — cos A = 3 sen h A *(27), e per la formula 

, cosp — cos 9 = — 2 sen ^ (p — {— g) sen § (p — q) 

si trova 

cos {b — • c)— cos a =— 8 sen \(b — c -f- a) sen l(b—c—a ) , 

ovvero, cangiando il segno dell’ arco b — c — a , e del 
suo seno , 

cos(ò— c)— coso = 2sen f (a-fò— c) sen |(a-fc— ò) ; 
ponendo questi valori in quello di 1 — cos A, e pren- 
dendo la radice quadra di ciascun membro, si ottiene 

sen $ A = ^/ s en + 6 — c/sen^g + c — &) 

sen b sen c 

2. ° Se si osserva parimente che 

l — cos a — ‘i sen £ a*, 
e che l’ espressione di cosp -J-cos q dà 

cos(B+C)+cosA=2cosi(B-fC-fA)+cos5(B+C- A) , ' 

troveremo 

sen a— \I ~ cos ^-^+B-f-Cjcos.i(B-)-C— A) 

“ sen B son G 


C. ' - - 

■ 


/ 
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troveremo 

, cos a — eoe icos c sen B cos A 
cos i — eoa a cos c sen A cos B 

Se in seguito aggiungasi l' unità a ciascun 
membro di quest’ ultima equazione, essa diverrà 
cos a — cos b cos c [ sen B cos A 
~ cos b ■ — cos a cos c sen A cos B 

e la canterelli facilmente in 

(cos a -{-’cos i) ( 1 — cos c ) sen (A -{- B) 
cos b — cos a cos c senAcosB 

mediante la riduzione dei due termini di ciascun 
membro al medesimo denominatore. 

Togliendo 1 ’ unità in vece d’ aggiungerla , 
avremo 


coso — cosi cose 


sen B cos A 


l=- 


sen A cos B 


cos b — cos o cose 
di dove ricaveremo 

(cos a — cos b) ( 1 -}- cos c) sen (B — 'A) 
cosi — coso cose senAcosB’ 

Dividendo questo resultato pel precedente, ot- 
terremo 

cos o — cos i ^ 1 — J- cos c sen (B — A) 

coso -{-cosi 1— cose sen(B-[-À)’ 

e siccome , stando alla Tavola della pag. 34 -> 
coso — cos i 


cos o-j- cosi 


= tang 2 (i -{- o) tang o (i — o) , 
1 -I- cos c , , 

=COt he , 


1 — - cos c 

sen p = a 6en %p coshp , 


. 


troveremo 




f 
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tanghi — a)tang2(i-{- ajcotgc* 
_seng(B — A)cosg(B — -A) 

sen à (B -}- A) cos A (B + A) " (a '‘ 

Ma aggiungendo , e togliendo successivamente l’u- 

• fien Jy 

nità da ciascuno dei membri dell’ equazione — 

sena 

sen B . v, 

— , poi’ dividendo i due resultati l’uno per 

sen A 

l’altro, arrivasi all’equazione 

seni— sena sen B — sen A 
seni -(-sen a senB-j-senA 5 
la quale può essere trasformata così 

; ; sen^(B-j-A)cosó(B — A) 

col mezzo delle formule della pag. 34 i moltipli- 
cando dunque tra loro membro per membro que- 
sta equazione, e 1’ equazione (a), ed osservando 
che 

ta ng J (i -f a) cot J (i -f a)= i (9) , 
otterremo 

, ... j ! (sen 5 (B — A)) 4 

(tanghi — «))-cotic =) 1 ...y,-; i 

(seni(B-(-A)) 

estraendo la radice da ciascun membro , conse- 
guiremo 


. ,, . . sen h (B — A) 

tang g (i — a) cot ' c = — — — — ' ; 

° V ' “ sen g(B-(- A) 

dividendo l’equazione (a) per quest’ultima , avremo 

. . , Iv . cos ì (B — A) 

tang 2 (a i) cot 3 c = , ■ 

cos 2 (B -j- A) 


8o 
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Rammentandosi che =tangp (9), dedutre- 

cot p 

mo dalle due equazioni di sopra 1’ espressioni 

seng(B — A) 

«.□g ì (»-«)= tang s « <en , (B+A) 

COS 3 (B — - A) 

fng ì(» + a)=tang Jc , 

che faran cònoscere due lati d’ un triangolo 
sferico, del quale avremo il terzo lato, ed i due 
angoli, eh’ esso intercetta; poiché, denotando per 
b\ ed a i valori degli archi i-f-a, e b—~ a } ne 
resulta 

* = a = i(6'— a'). 

4 *° Prendendo ancora nel n.° bl\ l’ equa- 
zioni 


cos A 4 -* cos B cos C = sen B sen G cos a , 
cos B -f- cos A cos C = sen A sen C cos b , 
e dividendo la prima per la seconda, troveremo 
cos A -J- cos B cos G sen B cos a sen b cos a 
cos B + cos A cos G sen A cos b seti a cos i" 
Sommando, e sottraendo successivamente l’unità 
da ciascuno dei membri di quest’ ultima, poi di- 
videndo i resultati l’uno per l’altro , ne concludere- 
mo, come di sopra, 

cos A — cos B ^ 1 — cos C sen (b — a) 

cos A -{- cos B ^ 1 -j- cos G sen (b -J- a) * 

tang g (B — A) tang 3 (B -j - A) tang 3 C 2 

_ senf (£ — a) cos 2 ( b — a ) 

sen 3 (b a ) cos b a) 

„ . „ . seni — sena 

e siccome 1 equazione : 

sen b^\~ sena 


. . .(b)j 

sen B — -senA 
senB-|-senA 
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impiegata nella trasformazion precedente , può 
«criversi così 

se n g ( b — •fl)cos2 ( b-\-a\ 
seriJ(ò-|-a)cosa(6 — a) 
moltiplicandq, e dividendo per quest’ ultima l’e- 
quazione (b), trovasi finalmente 

„ . sengf b — a) 

tang 2 (E — A) = cot 2 C 


tang g (B — A) cot 2 (B-{- A)=- 


tang 2 (B-|-A) = cot 2 C 


sen2(t-|-a) 
cns — a) 


C0«2(i-j-<l)’ 

formule , le quali rimpiazzeranno le precedenti 
allorché conosceremo due lati, e l'angolo, ch’essi 
comprendono. 

60. Prehdendo tutte le variazioni , di cui le 
formule trovate qui sopra son suscettibili , avremo 


tang 2 A 


~\/ s eng( a ' 

v senA( 7 >- 


J-_c)se n g(a-j-c — b) 


sen2(&-|-c — a)setig(a-}-Z>-|-c) 


tang J B = è (*+*-<0 

r sen^a-j-c — ò)seng(a-|-i-[-c) 


tang g C : 


* / seng(a 


_|_ c — Z))se n g (b 4 -c — a) 


sen^o-}-^— c)seng(a-}-i*-J-c) 

tans ì a == \/ ~ cos 5 ( B 4 ~ C ~ A ) cos s( A H~ B H~ G ) 
8 y cosà(A 4 -B— G)co«i(A-fC— B'J 


tang § b 


/_ cosi(A-f C— B)cosè(A-j-B-fC) 
r cosà(B+t:^-A)cosi(A-f-B— C) 

t,n g 3 cosà( A +BlIC)c 0 s^(A-f-B^C) 

2 y cos|(A-f C— B)cos-l(B-j-C— A) 


(*) Per ricavar queste formule dalle loro analo- 
ghe del num.° precedente, fa di mestieri osservare 

6 
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tang 
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--== tang Ì(B ~ A > 


tang 


t-J-* a T 

— — = tang 5 c 


tang- 

O 


tang- 

O 


sen ^ (B-j-A) 

cos | (B — A) 

cos i(B^-A) 

c — b i sen § (C — B) 

= tang Tj ^ (C-J-B) 

cos 5 (C — B) 
cos £ (C+B) 
sen ^ (A— C) 
tan S a * TTTTT^ 

sen^(A-{-G) 


c 4 -i , 

tang ! — _ = tang 3 


2 

fl C 


tang 


2 

a -j-C 


= tang | b- 


B- 


eoe ^ (A — C) 
cos | (A-j-C) 
-A I « s*n h (b — °) 

2 sen 5 (6-]-aj 

B-|-A cos a (b— a) 

2 COS J (i-J-fi) 

C — B sen 5 (c. — i) 

tang =cot 4 A ^ -f 

2 sen £ (c-j-6) 

C 4 -B , cos J (c— ft) 

8 2 • C08 2 (c-j-&) 

5 A — C . sen è fa — c) 

— = cot £ b — Vrr{ 

sen i (a-t-c) 
— cot $ B ( fl— f) 


tang 

O 


tang 


cos 


(a-j-c)* 




Dalle dodici ultime forrnulesi deducono Inseguenti, 
le quali servono a trovare il terzo angolo, ovvero 


che a — g— >=«. — M ’+y) s o scn(p — q )— — sen (q — p) t 
«os (/; — q) —cos [q — p). 
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di trigonometria; 

il terzo lato d’ un triangolo, nel quale si conoscon 
due lati, e gli angoli opposti : 


tengaci tang 
tang 3 r.= tang 
tang 3 a = tang 
tang 3 a = tang 
tang 3 b — tang 
tang a bz=. tang 
cot aC= tang 
cot è C= tan<j 
cot a A= tang 
cot g A== tang 

cot a B= tang 
cot g B= tang 


'(h a ) 8Cn 

-(B+A) 

sen 

i(bJ^ a ) C ° 8 

^B-A) 

-(B+A) 

COS 

■fc - n sen 

(B-A) 

-(C+B) 

* • sen 

-(c ! M cos 

(G-B) 

(C+B) 

cos 

, , , sen 

(G-B) 

(A+G) 

» V.® c ) 

sen 

i( a _L c ) 008 

(A C) 
(A+C) 

eoa 

i ( B—A ) 860 

(A — C) 
(i+a) 

sen 

4B4-A)-22f_ 

( b—a ) 
( bJ r a ) 

a V \ X ) 

COS 

4 ( e — B ) sen 

( b-~ <j) 
(c+A) 

sen 

4 ( C-4-B ) cos 

(c—b) 

“(«+*) 

COS ; 

4(A-c)i!!L2 

(a-f-c) 

sen - 

: f A4-Cn C ° 8 ' 

(a- c ) 

(«+») 

7 COS ; 

(a— c) 


(*) Queste formule , e le precedenti son conosciute 
sotto il nome d 'Analogìe di N spero , perchè desse sj 
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Se si uniscono con queste equazioni 1* equa- 
zioni (A) , le quali serviranno nel caso ove cono- 
sceremo due lati, ed uno degli angoli opposti a 
questi lati, ovvero due angoli, ed uno de 9 lati 
opposti a questi angoli , avremo tutto ciò , che 
bisogna per risolvere un triangolo sferico : ciò, che 
precede, può dunque essere risguardato come for- 
mante un Trattato completo di Trigonometria sfe- 
rica. Combinando tra loro le diverse formule ot- 
tenute successiva mente potrebbonsi dedurne molte 
altre d’ un uso frequentissimo nei calcoli Astrono- 
mici. Siam debitori , in questo genere , al Sig. De- 
lambre de’ resultati elegantissimi, e numerosissimi, 
e delle applicazioni importanti de’ metodi ap- 
prossimativi , ovver delle serie ai casi , che ne son 
suscettibili. 


Recapitolazione delle formule necessarie per ri- 
solvere un triangolo sferico qualunque. 

6 1. Omettendo le variazioni, che può pre- 
sentare un medesimo caso, non si trovano che le 
sei seguenti. 

l.° Conoscendo i tre lati (a, b, c) trovare 
Uno degli angoli (A) : 


tang A —• t / 880 a 0+6— c ) wn è (a-J-o-ò) 
r sen 5 (ò-j-c — a) sen J (a-j-ò-f-c)* 

2.° Conoscendo i tre angoli (A, B, C) tro- 
vare uno de’ lati (a) : 


frangia 


W- 


~cos l (B+C— A)cosi (À-fB+C) 
cos^ (A+B— C)cosè( A H-C— : R) 


(*)• 


deducono dalle regole dato da questo Geometra per 
risolvere i triangoli sferici ( Loganthmorum canonis 
descriptio). 

( # ) In luogo di questa formula, e della precedente 
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3.° Conoscendo due lati ( b, c), e l' angolo 
compreso (A), trovare gli altri angoli (B , C ): 

. _ eoa k ( b— c) 

tanir £ (B-fC) = ■ cot J A 

eoa £ ( b-\-c) 

, « sen i C * — *c ) 

tang a (B — G) = -y — -cot % A. 

° sen 5 (5-p c ) 

Per trovare in seguito il terzo lato (a) , ve- 
dete la formula del 6 .° caso. 

4-° Conoscendo due angoli ( B , C ), ed il 
lato compreso (a), trovare gli altri lati (b, c): 

1 t cos 5 (® — G) 
tang 3 (4+.) = r — r- (1 - r:.,:j *°s ì « 

senj (B — C) 

tang »(»—)= , e „ i(1}+G) t»«g i »• 

Per trovare in seguito il 3.° ango lo (A), ve- 
dete la formula del 5* caso. 

5.° Conoscendo due latina, c), ed un an- 
golo opposto (G) , trovar l’altro angolo opposto(k) : 

sen a sen C 

sen A — . 

sen c 

6 Conoscendo due angoli (A , C) , e 1 in lato op- 
posto (e) , trovare l’ altro lato opposto (a) : 

s’ impiegano spesso le seguenti 

seni A - V S6n * UJrh ~ c) 3eh » (a+ c — ^)~ j 

sen b sene 

sén § a — ^ —•cos§(A-j-.B-f-Cjoo» § (B-j-C — A) ^ 
sen B senG 

ottenute nella nota della pag. 77 , e che sono analo- 
ghe a quella, di cui si fa uso pel caso simile della 
Trigonometria rettilinea (38). 
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sen a = 


senese n A 
senC 


Affiti di trovare in seguito per questi due 
ultimi casi l’ angolo (B), ed il lato (b), compresi 
uno trai lati , V altro tra gli angoli dati, o cal- 
colati , canneremo nelle formule del 3 °, e del 4° 
caso b in a, B in A, e reciprocamente; conse- 
guiremo 


tang i (A-|-C) 


cos | ( a — c ) 
cos ^ ( a-\-c ) 


cotJB , 


tang \ ( 1 


tua 2^1 


ove tutto è cognito, ad eccezione di cot , e di 
tan» -t b , le quali saranno in conseguenza deter- 
minate. 

Gol mezzo di questa recapilnlazione , e di 
quella che trovasi alla pag. 74» non v i ® cosa 
più facile quanto risolvere un triangolo sferico qua- 
lunque, applicando, dietro agli enunciati disopra, 
le lettere A, B, G, a, b. c, asili angoli, ed ai lati dati, 
e cercati. II calcolo aritmetico s’ effettua mediante 
la somma , e la sottrazione de’ logaritmi nella ma- 
niera indicata nejjli esempi riportati al n.° 39; 
solamente non s'impiegache la Tavola de’ logaritmi 
delle linee trigonometriche, poiché uon si tratta, 
che d’archi di Circolo. 

Allorché, nei quattro primi casi, le circo- 
stanze del Problema lascieran dubitare se gli ar- 
chi , o gli angoli cercati equivalgono a più, o 
men del quadrante, ovvero dell’angolo retto, le- 
verern la difficoltà ricorrendo all* espressioni dei 
coseni, e delle tangenti delle incognite ( 57 ). Ma 
ne due ultimi casi può succedere che il Problema 
proposto sia suscettibile di due soluzioni , e ce ne 
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agsicurerem facilmente studiandola maniera di co- 
struire un angolo trièdro allorché si conoscono due 
delle sue facce , e l’ inclinazione d’ una di esse 
sulla terza, oppure allorché si conoscono le incli- 
nazioni di due facce sulla terza, e l’ angolo delie 
costole, che determinano una delle prime, lo non 
saprei entrare adesso in queste particolarità (*) ; 
maeccone almeno quìi resultati. 

i.° Il triangolo sferico non può esistere che 
in una soia maniera coi dati a, c, e G 


allorché G = i* 



C < i% 

« < 1*, 

c > a 

c < i'. 

a > 1* , 

c > 2 f — a 

C > 

a < 1* , 

c < 2* — a 

c > 1*, 

a > t f , 

c < a ; , 

ed è suscettibile di due 

forme. 


allorché C < i f . 

a < i f , 

c < a 

c < i*. 

a > 1% 

c < 2 * — a 

C > i f , 

a < l f . 

c > 2 ’ — a 

c > 1», 

a > 

c >• a 

C < ov.>i f 

, a = 

= 1*. 

2.° Coi dati A , C 

i, e c il 

detto triangolo 

non può aver che una 

jforrna. 


allorché c = i f 



c > i f , 

A > i». 

C < A 

c > 1*, 

A < i*, 

G < 2*— A 

c < 1*, 

A > i». 

G > 2* — A 


c < 1 % A < i 1 , C > A; 
e desso ne ha due quando 

c > l f , A > i f , C > A 

c > 1 % A < i*, C > 3 f — A 

e C i', A > i% G < 2 f — A 

c < i*, A < i 1 , G < A 

c < ov.>i f , A=i*. 

( ¥ ) Fa di mestieri consultare lo Sviluppo nuovo 
della Parte elementare delle Matematiche, di Bertrand , 
Tom li. Trigonometria , lezione V. 
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62. Per dare un’ applicazione della Trigono- 
metria sferica , sceglierò il seguente Problema. 
Conoscendo un angolo MSN , fig. 23, misurato 
in un piano incliu cto , e gli angoli , che l'anno con 
una verticale SS’ i lati SM, e SN del primo , 
trovar V angolo M S 'S' formato sul piano M , SN ; 
orizzontale , ovvero perpendicolare a SS , dalle 
proiezioni M S , e N S’ delle linee MS, e NS. 

Le tre linee SS', SM, e SN determinano un 
angolo trièdro, di cui il punto S ri’ è il vertice, 
nel qual si conoscono i tre angoli piani MSN , 
M3S' , e NSS'; e poiché la retta SS’ è perpen- 
dicolare sul piano N'S'M' , essa è pure perpen- 
dicolare su ciascuna delle linee MS', N'S' si- 
tuate respettivamente nei piani S SN , SSM, e 
formanti in conseguenza tra loro un angolo eguale 
a quello, che misura l’ inclinazione di questi piani: 
il Problema proposto riducesi dunque a deter- 
minar quest’ inclinazione. E di questa maniera 
appunto che trovasi risoluto il detto Problema 
col mezzo di operazioni grafiche nel Saggio di 
Geometria sui piani, e sulle superficie , ovvero 
Complemento degli Elementi di G eomelria n.°Ai. 

Ma si può ottener l’angolo cercato conside- 
randolo come faciente parte del triangolo sferico 
15AG , formato dai Circoli resultanti dalle se- 
zioni, cljei tre piani MSN , S SM , S'SN farebbero 
in una Sfera, il cui centro fosse in S , ed il cui 
raggio fosse egualea quel delle Tavole. S’hanno 
in questo triangolo i lati AB, AC, BG, i quali 
sono le respettive misure degli angoli dati NSS', 
31SS' , -MSN, e l’angolo richiesto è precisamente 
l’angolo A esso si troverà dunque per mezzo 
della prima regola del num.° precedente. 

Com’ esempio di calcolo suppongo che siansi 
osservati 

1’ angolo MSN di o *,7^97 = BG , 
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1 ’ angolo S'SM di o’,59i3 = AG, 

1’ angolo S SN di o f ,6542 = - AB. 

(Questi angoli rappresentando ilati d’ an triangolo 
sferico , di cui cercasi l’angolo A , io fo 

a =<>*,7597, £ = oV>9i3, c = o*,6542, 

ed impiego la formula 


sen 2 A 



seu 2 (a-\-b — c) sen J (a-|-c — b ) 
sen bsenc 


( nota alla pag. 84)- 

Gli archi f (a-j-fi — c) , % (a-j- *c — b ) si formata 
prendendo in primo luogo la semi-somma de’ tre 
lati a ,b ,c , e togliendone in seguito ciascuno dei 
lati, i quali contengon l’angolo cercato ( 38 ); di- 
poi si prendono i logaritmi dei seni di questi lati, e i 
complementi aritmetici dei logaritmi de’ seni d e* 
resti, come lo dimostra 1 ’ operazione seguente , 

© f , 7 5 97 
o , 39 i 3 

o , 65 4 ® 

■ 1 9 

Somma. 2 *,oo 52 

Semi-somma. l f ,oo26 l*,oo26 

o, 59 l 3 0,6542 

l* resto. o*, 4 h 3 2.® resto. > 0^3484 

1. sen o j , 4 i 1 3 = 9,7796340 
1. sen o f ,3484 = 9,7162989 
Compì, arit.del 1 . sen o*, 6913 = 0,0964168 
Compì, arit.del 1 . sen o f ,6542 = 0,0674.914 

Somma. 19,6598411 
log sen i A = 9,8299205 , 
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il qual nelle Tavole corrisponde a o',\j2Òl\ = J A ; 
e raddoppiando quest’ arco, si trova A=o , ,945o8 , 
ovvero solamente A=o%945l, limitandosi a quat- 
tro decimali : tal è V angolo M 'S' N ' corrispondente 
al valore dato per l’angolo MSN. 
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CAPITOLO III. 

' ( 

Dell’ applicazione dell* Algebra alla Geometria. 

63. X.j applicazione dell’ Algebra alla Geometria 
ha primieramente per fine di far servire le ope- 
razioni algebriche a combinare insieme più Teore- 
mi di Geometria , onde dedurne delle conseguenze. 
E<rli è così che nei due Capitoli precedenti sono 
arrivato alle principali formule della Trigonome- 
tria rettilinea, e della Trigonometria sferica. Un 
Teorema, il quale stabilisce una relazione tra più 
linee d’ una grandezza definita, può sempre e- 
sprimersi col mezzo d’ un’ equazione ; e tutte le 
trasformazioni , che si operano sopra questa equa- 
zione, essendo tradotte in linguaggio ordinario, 
somministrano degli enunciati , che son delle con- 
seguenze del Teorema, dal quale siamo partiti: ma 
questo punto di vista non offre che una piccolis- 
sima parte di ciò, che» dee abbracciare l’ appli- 
cazione dell’ Algebra alla Geometria. Questo ramo 
delle Matematiche, considerato in generale, non 
tsi limita alla ricerca delle proprietà dell'esten- 
sione col mezzo dei metodi algebrici : vi si vede 
ancora come si possa rappresentare mediante le 
dette proprietà tutto ciò, che significa un’ e- 
spressione algebrica q ualunque, riportando sempre 
le costruzioni delle Figure alle operazioni del cal- 
colo , e ritornando da queste ultime alle prime. 
Questo è ciò, che dimostreranno successivamente 
i diversi Problemi trattati nel presente Capitolo. 

La scrittura algebrica, sì utile per esprimere 
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le condizioni dei Problemi, i quali riguardano i 
numeri, non è meno comoda pér quelli, i quali 
hanno rapporto alla Geometria. Questi ultimi pos- 
eon mettersi in equazione come i primi allorquando 
siamo arrivati a trovare nel loro enunciato la re- 
lazione delle incognite, e delle cognite o date ; ma 
fa di mestieri perciò chiamare in suo soccorso alcune 
delle proprietà delle specie di grandezza, che si 
considera. 

64. Per esempio, poiché un triangolo è de- 
terminato dalla conoscenza dei suoi tre lati , la sua 
area debb’ esserlo pure con questo mezzo, e ci 
possiamo proporre il seguente Problema. 

Conoscendo i tre lati d’un triangolo , trovare 
espressione della sua area. 

L’area d’un triangolo essendo eguale alla 
metà del prodotto della sua base per la sua altezza, 
si fa immediatamente manifesto che il Problema 
Fi s . 14. riducesi a determinare l’altezza; ed abbassando nel 
triangolo ABC, fig. 14, una perpendicolare sul 
lato AC, si forman due triangoli rettangoli, i quali 
somministrano delle relazioni tra i lati AB, BC, 
la perpendicolare BD, ed i segmenti AD, e CD 
formati da questa perpendicolare. 

Infatti, se si denotino per c , c', c" i lati AB, 
BC, AC del triangolo, per t il segmento AD , e 
per u la perpendicolare BD, i triangoli rettangoli 
ABD, BDG daranno 

- — a a a — 2 a a 

AB = BD 4- AD , BG = BD+DC; 

osserveremo inoltre che nel primo triangolo della 
Figura 

I)C— AC — AD = c" — t , 
e nel secondo 

DC=t AD — AC — « — c". 
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Ponendo in luogo delle linee le lettere , che le 
rappresentano, e facendo attenzione che (c — t ) 
-«= (t — c ") z , formeremo , per 1’ uno , e l’ altro trian- 
golo , 1’ equazioni 

c 1 =z li' t Z s C 1 = u 1 ) } 

le quali non contenendo che due incognite t, e u, 
ne determinano i valori. 

Se si sviluppa la seconda equazione, e che 
dessa si tolga dalla prima, i termini u 1 , e t 2 spa- 
riranno : conseguiremo 

C C = 2C t — C ( ) , 

di dove ricaveremo 



eTequazione somministrando 



' ne dedurremo s mediante la sostituzione del valore 
di t , quello di 



(*) Farò osservane ohe quest’equazione, posta 
sotto la forma c'*=c a -f-c //2 — lc"t , presenta, riguardo 
al lato c f , ovvero BC, il Teorema del n." fó degli 
Elementi di Geometrie, 
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Si può col mezzodì questa formula trovar l’al- 
tezza d’un triangolo quando si conoscono i suoi 
tre Iati; e siccome l’espressione della sua area 
si misura colla metà del prodotto della sua base 
moltiplicata per la sua altezza, ne dedurremo da ciò, 
che precede, l’ area d’ un triangolo tostochè si co- 
nosceranno i tre lati. 

La lettera u denotando la perpendicolare ab- 
bassata sul lato c" del proposto triangolo , l’area 
di questo triangolo sarà 

. ìc"u = V 4c c' l +c' ’-j , 
ponendo per u il valore di sopra trovato. 

Tal è l’espressione dell’ area d’un triangolo 
per mezzo de’ suoi tre lati. Considerandola con at- 
tenzione, è f’acil vedere eh' essa non è qui pre- 
sentata sotto la forma la più elegante , che le si 
possa dare , poiché clessa non sembra simmetrica 
per rapporto a ciascuno de’ iati c , c , c" , il che 
tuttavia dovrebb’essere, perchè cangiandovi queste 
lettere le une nell’altro, essa non dee cangiar di 
valore. Segue evidentemente da ciò che la mede- 
8ima può esser ridotta a non contenere che delle 
combinazioni si mili delle lettere , eh’ essa contiene; 
e si arriva a questo fine osservando che la quan- 
tità 4<>V ,a — (c 1 — c'^c'y essendo la differenza 
di due quadrati , si decompone nei fattori 

2 cc" -j- c 1 -f- c 7a — c' 1 , gcc" — c* — c"*-f c’ 1 , 

i quali riduconsi a 

( C _f c") a — e' 1 , 

i quali pure si decompongono nei quattro se- 
guenti 

g-| - c'-j-c", c-j-c" — c , c-j-c'«— c ' , c-\-c' — c; 
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avrera dunque ' . 

4 — *c) (c-j-c — c)(c-[-c — c ). 

Adesso , se si fa attenzione che 

c'-\-c" C =(c-j-c < -j-'c”) 2C 

c-^~c"—c =(c-[-C -j-C , )— 2c’ 

C>-|-'C , *— c — j— c )— - He' | 

e si pone c — c' — J— c ' = of, troverem finalmente 
che l’ area del triangolo ABC è espressa da 

Ì V' 2 /. 2(/— c) . a (/— c').2 (f—c " ) , 

e si riduce a 

^/(/—ocr— c')(/-òi 

formula commendevole tanto per l’utilità, di cui essa 
può essere per valutar l’area d’ una Figura piana 
qualunque , quanto per la sua eleganza: dessa di- 
mostra che V area d’ un triangolo è espressa dalla 
radice quadrata del prodotto della semi-somma 
dei tre lati moltiplicata per le dijjerenzetra questa 
semi-somma , e ciascuno dei lati. 

65. Il metodo indicato negli Elementi di 
Geometria , ai num'. 234, e 2 Ó8 , per trovare 
l’altezza intera d’ una piramide, o d’ un cono 
troncato da uu piano paralello alla loro base , es- 
sendo ridotto in formula, conduce aduna espres- 
sione notabile del volume di questi corpi ; ed ecco 
in qual modo. 

Se si denotano per a , e b i due Iati omolo- 
ghi delle basi d’ un tronco di piramide , ovvero 
i raggi di quelle d’ un tronco di cono, per g l* al- 
tezza di questo tronco, per A 1' altezza «iella pi* 
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ramide, o del cono intero, avremo la propor- 
zione ì 


b l a il g l h , donde h = 


a S 


L ! altezza della porzione tolta essendo li — g } avrà 
per espressione 



S — 


a — b 



[ 


S 


Ciò posto , le Lasi del tronco essendo simili t 
staranno tra Inro come i qua'drati delle loro linee 
omologhe; di maniera che, chiamando S la baso 
inferiore, e s la base superiore, avremo 


S I J T ; a 1 : b 2 , ovvero S ; a 1 ’ \ s ; b z . 


Denota ndo in seguito per m il rapporto delle gran- 
” , conseguiremo 

S = a 1 m , s = b'm ; 


dezze S, e a 


ed i volumi del corpo intero, e del corpo detratto 
saranno espressi respettivamente da 
.3 


3 as ” 3 «— y z (h ' 


1 mgb 5 


ponendo in luogo di S, s, h, e h — g i valori tro- 
vati qui sopra. Togliendo finalmente la seconda 
espression dalla prima, avremo pel volume del 
tronco 


— • =! mg(a 1 ^ab~{-b ì y = z~g(ma 1 -}-mab-\-mb z }. 

Ora ma 1 , e mb z son già le basi inferiore , e su- 
periore del tronco ; e se si faccia at=s=c a , cz=V ab } 
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questa espressione denoterà una media proporzio- 
nale tra le linee a, e b 3 ed in conseguenza mab=zmc' i 
esprimerà l’area d’ un poligono simile alle basi del 
tronco, e costrutto sul lato*?, ovvero d’un Circolo 
del raggio c. ^ 

Segue dunque dal resultato precedente che 
il volume, d’ un tronco di piramide , o di cono è 
eguale al terrò della sua altezza moltiplicato per 
la somma dell’ aree delle sue due basi , e d’ una 
figura simile costrutta sopra un lato , o sopra un 
raggio medio proporzionale tra quelle di queste due, 

basi;e siccome mab-=.V ma? . mb 2 ,s i fa manifesto che 
l’area di questa figura è media proporzionale tra 
quelle delle basi. Se si alzane sopra queste tre 
figure delle piramidi , o dei coni della medesima 
altezza del tronco proposto, la somma dei loro vo- 
lumi sarà equivalente a quella del tronco sud- 
detto. 


66. Nei Problemi precedenti avevaei in vista 
un resultato numerico : qualche volta si cercano 
delle linee. 


Che sia proposto , per esempio, d’inscrivere 
un quadrato DEFG in un triangolo ABC, fig. 24 ; F'fi# sf. 
bisognerà supporre il Problema risoluto, e cercare 
in seguito tra le linee date immediatamente dal 
triangolo, e dal lato del quadrato una relazione, 
la qual^ possa esprimersi algebricamente. 

Per questo abbasseremo la perpendicolare BH, 
la quale riguarderem come cognita , poiché sap- 
piamo condurla ; e paragonando i triangoli simili 
BAG , e BDE , BAH , e Ì3DI , formeremo le pro- 
porzioni 

ab : bd :: ac : de, 

ab : BD BH : BI, 

r 
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le quali conducono a 

AG : de : : bh : bt. 

Quest’ ultima dà una relazione tra le linee cognite 
AG, BII , e le linee incognite BI , DE; ma BI 
dipende da DE, poiché BI = BH — IH , e per 
la dciìnizion del quadrato IH = DE : denotando 
per o, e b i dati AG, e BH , e per x l’ incognita 
IH , o DE , avremo 

a : x :: b : b—x, 

di dove bx=.ab — ax. 

Da questa equazione di primo grado conclu- 

desi 

ab 

x == lT" 
a-\-b 

Allorché le rette a , e b son riportate ad una mi- 
sura comune, ovvero espresse in numeri , la for- 
mula snddivisata somministra , mediante delle ope- 
razioni aritmetiche, il numero , eh’ esprime la lun- 
ghezza della retta IH ; prendendo questo numero 
sulla retta BH , avremo il punto I , dal quale bi- 
sognerà condurre la retta DE. 

Non è necessario , per determinare il punto I, 
di ricorrere ai numeri, perchè le operazioni indi- 
cate nell’ espressione di x possono effettuarsi sulle 
linee. Si vede infatti che quest’ incognita è il quarto 
termine della proporzione seguente 

*4 -b 

e che in conseguenza tutto si riduce a trovare una 
quarta proporzionale alle tre linee 

a-j-i, a, e b, 

r 

Riguardasi in generale come elegante il col legar® 
cqin la Figura, che contiene i dati del Problema, 
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le operazioni, che bisogna eseguire per ottenerne 
la soluzione; si può in conseguenza, nel Problema 
presente, impiegar l’angolo retto CHB alla de- 
terminazione della quarta proporzionale da ritro- 
varsi. Porterem dunque sopra HG prolungata 

i° HL~a=:AC, a.° LR = b = BH ; 

tirando BR, poi conducendo IL paralellamente a, 
BR, il punto I, mediante il quale areremo 

hr : hl : : bh : ih , 

apparterrà al lato DE del quadrato DEGP. 

67. Possiamo arrivare nella stessa maniera 
a dei Problemi d’ un grado superiore al primo. 

Sappiamo che dividere una linea in media , 
ed estrema ragione vuol dire dividerla in modo 
che uno de segmenti sia medio proporzionale tra 
la linea intera, e l’ altro segmento. Per risolvere 
algebricamente questo Problema, denoteremo la. 
linea intera per a, il segmento incognito per x - 
J altro segmento sara a- — x , ed avremo 


x 


donde concluderemo 


■ ax : 


risolvendo quest’equazione, ricaveremo 

* = — %a±V~a'J r \ a \ . 

Le operazioni indicate in questa soluzione 
possono effettuarsi sulle linee col mezzo del trian- 
golo rettangolo : poiché o a + ì a 2 essendo la somma 
d ei quadrat i delle linee a, e fa, il radicale 

V a 2 -{- | a 1 è l’ ipotenusa AG , fig. 2 5 , del trian- F, g . 
g*lo rettangolo costrotto sopra i lati AB = a, 

UG = h a - Non si tratta , per ottenere i due valori 
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< - ‘ r ' V 

di x , che di combinare , per .sottrazione, e per 
addizione, la linea AG con la linea BC—^a, 
il che «'effettuerà portando BG da C in D sopra 
AG , « da C in D' 6opra il suo prolungamento; 
poiché avremo 

- . ■ * * 

AD =AC — DC=V^ a 1 -\-\a* — £ a , di dove x= AD 

ÀD , =AC+DG=V' a a -j->^a 1 -|-|:a,di dove x— — AD'. 

La retta AD riportata in E sopra AB me- 
diante un arco di Circolo è la soluzione data nel 
n.° i 32 . degli Elementi di Geometria ; e ponendo 
sotto la forma 

o* — ax-^-x 1 

l’equazion del Problema, se ne ricava la propor- 
zione 

x-\-a l ay.a * x , 
la quale riducesi a 

' ad' : ab- ab: ad, 

poiché 

AD' = AD + aBG = AD + AB. 

Segue da ciò che la linea AD' è pure divisa in 
media, ed estrema ragione nel punto D , e che il 
maggior segmento DD' è eguale alla linea data 
AB. Vedremo più sotto (77) P enunciato, al qual 
corrispondono nel medesimo tempo i due valori 
di x, e ciò che significhi il segno — , da cui è 
affetto il secondo. 

Gli esempj precedenti bastano per dimostrare 
che la risoluzione algebrica dei Problemi deter- 
minati di Geometria presenta delle circostanze 
analoghe a quella dei Problemi relativi ai numeri. 
Bisogna in primo luogo porre il Problema in e- 
quazione, e ricavare l’espression dell’ incognita; 
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ma in ve«e d’impiegar il calcolo aritmetico per 
valutare quest’ espressione, fa di mestieri effettuar 
«ulte linee cognite delle operazioni grafiche corri- 
spondenti a quelle , le quali sono indicate dai segni 
algebrici. Nel Problema del n. a 66, l’ equazione 
del quale non era che di primo grado, s’è deter-, 
minata 1’ incognita col mezzo di linee proporzio- 
nali; e pel Problema qnì sopra, l’ equazione 
del quale saliva al secondo grado, siamo ricorsi 
alla proprietà del triangolo rettangolo. Queste 
determinazioni son ciò, che dicesi la costruzione 
dei valori dell’incognita; ed io vado ad esporne 
i priucipj, * quali sonacomuui a tutti i Problemi 
di questi due gradi. 

68. Un’ osservazion generale , e che avremo 
spesso bisogno di verificare, si è quella che quando 
nell’enunciato d’ un Problema non entrano che 
delle linee, e la quantità cercata è dessa pure una 
linea, la sua espressione conterrà sempre un fat- 
tore dr più nel numeratore che nel denominatore ; 
e ciascuna di queste quantità è composta di ter- 
mini omogenei tra loro. L’espressione di t , tro- 
vata nel n.° 64 , soddisfa a questa condizione : i 
termini del suo numeratore hanno due fattori, ed 
il suo denominatore uno solo. 

Segue da ciò che quaudo 1’ espressione d’ una 
linea qualunque non contiene de’ radicali, si può, 
rappresentando tutte le quantità, che desso con- 
tiene, per delle linee, ottener la lunghezza della 
prima senza ricorrere ai numeri , e solamente cer- 
cando col compasso' delle quarte proporzionali a 
delle linee date. Per dimostrarlo, sarà bastante 
l’esempio seguente,' 


Sia 


ahc-\-d* — e\f 
gk-V-i~ 



v 
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questa espressione, il numerator della quale è 
composto di termini contenenti ciascuno tre fat- 
tori , mentre che i termini del denominatore non 
ne hanno che due, appartiene, dietro l’osserva* 
zione suddivisata , a una linea. Se si faccia 
abc ss JM* , e z f= k'd ì , 


•avremo 


gh = k"d , , ? = k'"d , 

d x {k-\-d — k') dik + d — k') 


t ~‘ d ( k" -f k'" ) ~~ k" -f k" r 

otterrem dunque t cercando una quarta propor- 
zionale alle tre linee k''-\-k ''' , k-\-d — k ' , e d al- 
lorché le linee incognite rappresentate da k s k ' , 
k " , k " saranno determinate. L’ equazioni poste 
qui sopra conducono a 

__ abc ab e e\f ef e 

“ d l ~ d X d' d*'~~d X d * 


k"=z 


S h 


*'"=7 


Valori , i quali si formano mediante le proporzioni 
seguenti 

ab 

ab abc 

d : a:: b:~ 

J • r * • — • — Ir 

‘ d * d 2 » 

' ef 

* ' ef ef 

diey.f 

d ‘ " d * df y 

d * e * * h * = k" 

din: i : ~ 


cercando dunque i quarti termini di ciascuna col 
mezzo delle linee proporzionali, avrem successi* 
vamente le lunghezze delle linee rappresentate da 
ab abc ef e x f gh i 1 

~d ì d * 7F’ T 3 d’ 

le quali daranno 

e mediànte quest’ ultime troveremo t. 
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Riconoscesi facilmente ché lo spirito del me- 
todo, di coi ho fatt’ uso per costruire un’ espressione 
algebrica, consiste nel trasformare il numeratore, 
e il denominatore dell’ espressione proposta in pro- 
dotti d’ un certo numero di fattori semplici, o 
di primo grado; il che e sempre possibile coi 
mezzi , che io ho impiegati. 

Vi sono dei casi ove questa trasformazione 
può effettuarsi immediatamente senza che siavi 
bisogno d’ introdurvi dell’ indeterminate : tal è 
quello dell’ espressione 

c(a a — O 
e — s 

il numerator della quale equivale a ^ 

V (a — j- i) (a — b ) , 

e di cui il denominatore può essere scritto cosi 

vV-H r xvV + & r : 

si conseguisce allora 

( a — V) (<>-}-&) c 

ciò, che s’ottiene mediante le proporzioni 

V o l -[-ò a : a-\-b \ c ; * 

__ (o_| -b)c m ( a — &) ( 0 4 ~^) c 

V a l -\-b x \ a—b ; * y/ a ^_\ r b' i Va‘-\-b % 

Il radicale impiegato in questo calcolo si co- 
struisce facilmente 9 poiché desso esprime ipote 
nusa d’ un triangolo rettangolo 3 di cui 1 lati sono 

69. Il Triangolo rettangolo , e il Circolo som- 
ministrano i mezzi di costruire la radice quadra 
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d’ una quantità qualunque espressa in linee. L’uso 
del primo è evidente a llorchè la quantità com- 
presa sotto il radicale è la somma, o la differenza 
di due quadrati. Difatti, si hanno in questo caso '* 

Va 1 -\-b 1, i n ^/a z — b ' ; una di queste espressioni può 
essere riguardata come 1* ipotenusa d’un triangolo 
rettangolo , di cui i lati sono a , e b , e l’ altra , 
come un dei lati adiacenti all’angolo retto in 
un triangolo della stessa natura, di cui 1* ipote- 
nusa fosse a, ed il terzo lato b. 

Costruiremo , mediante una serie di questi trian- 
goli, l’espressione V a 1 - ; avendo ot- 
tenuto primieramente V a 2 -\-b z , rappresenrtcrem 
questa linea per «, il che darà 

e la quantità proposta diverrà 

costruiremo il radicale V ct 2 -^-c z come il precedente, 
e chiamando £ il resultato di questa operazióne, 
avremo 

a 7 + c 2 =£ 2 : 

altro non resterà da trovare che VC , il 'che 
si farà prendendo l’ ipotenusa del triangolo rettan- 
golo , i cui lati sono £ , e d. È facile d’ estendere 
questo metodo al caso dove il radicale da co- 
struirsi contenesse un qualunque numero di qua- 
drati. , 

70. Passo adesso all’impiego del Circolo nell’ 
estrazione delle radici quadrate. Sappiamo che 
la perpendicolare alzata sopra un diametro è media 
proporzionale tra i due segmenti di questo dia- 
metro {Geom. x 3 o); otterrem dunque Vaòpren- 
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dendo,/£. a 6, AP=a,BP=ò. e descrivendo un P,g ‘ a5 ' 
Circolo sulla somma AB di queste due linee presa 
per diametro : la perpendicolare PM, alzata dal 
punto P , essendo media proporzionale tra AP , e 

BP, sarà Vab. : , 

Possiamo trovare ancora una media propor- 
zionale tra due linee qualunque a,e b prendendo 
la masrgior delle due pel diametro AB del Circo- 
lo, e portando l’altra da A io P ; alzando in se- 
guito l’ordinata PM, e tirando la corda AM, 
avremo la media porporzional dimandata (Geom. 

i3i ). ' - 

Col soccorso di questi metodi costruiremo 
tutti i radicali di secondo grado , qualunque siasi 
la quantità, eh’ essi contengono. Sia, per esempio, 

r 

X _ « 

faremo bc = ah , — — = ab' ; l’espressione propo- 
o ' 


sta diverrà 


V — ah ' = V ( c -J- 1; — h' ) a ; 


e per ottenerla, servirà prendere ona media pro- 
porzionale tra due linee respettivamente eguali 
ad a-\-h — h ' , ed a. E d* altronde manifesto che le 
quantità e h' sì determineranno per mezzo dello 
linee proporzionali dietro a ciò, cl»’ è stato detto, 
nel n.° 68; poiché l’ equazioni, dalle quali esse di- 
pendono , danno 


V. 




a S 
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e conducono in conseguenza alle seguenti propor- 
zioni 


a:b::c:k s 


de 

o : dv. e : — , 
a 


de def 

g:f =*. 
* a °g 


y l La quantità, che ci proponghiamo di co- 
struire , potrebbe non essere omogenea ; ma ciò non 
succederà che allorquando avremo fatto alcune 
linee eguali all’unità, oyver quand’ avremo rap. 
presentato un numero con una lettera, ovvero una 
linea con un numero ; ed i metodi indicati disopra 
non saranno impediti da questa circostanza purché 
si faccia ricomparire in tutti i termini, ov’essa 
dovrebbe trovarsi , e con degli esponenti con vene» 
voli, la linea presa per unità. 


Se si avesse 




fosse saputo, me- 


diante l’enunciato del Problema, il quale ci avrebbe 
condotto a quest’ espressione , et’ essa dee appar- 
tènere a una linea , vedrebbesi che ciascuno dei 
termini compresi sotto il radicale dovrebb’ essere di 
secondo grado, e che in conseguenza , denotando 
1’ unità per n , bisognerebbe scrivere an in luogo 
ben} bc 

di a, e — -73- in luogo di — r, il che nulla cangia 
a dr 

nella grandezza assoluta di queste quantità, poiché 
n = 1= n } , ed in generale n m = 1, qualunque 
sia m. Avrebbesi in tal maniera 


espressione , la quale costruirebbesi facilmente. 

Osserverò che, dietro quel che precede, po- 
trebbesi estrarre, mediante un’ operazione grafica t 
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la. radice quadrata d’ un numero qualunque pren- 
dendo una media proporzionale tra due linee, una 
delie quali rappresenterebbe l’unità, e l’altra avreb- 
be con quest’ ultima il rapporto espresso dal numero 

proposto. } p er esempio , si otterrebbe pren- 
dendo una media proporzionale tra due linee, una 

delle quali fosse i J dell’ altra ; poiché ^5 = 

v'Txf 

72. Non v’è cosa più facile adesso che costruir 
l’ espressione delle radici dell’ equazione di secondo 
grado x* ax=rzb z , la quale può rappresentar 
tutte quelle di questo grado. Infatti, ricavando 
il valor di x, si ha •» 

x = 3 a ± V \ a 1 — A* j 

non si tratta che di costruirei! radicale ì/ 

(69), e di prendere in seguitola somma, e la dif- 
ferenza del resultato, e della linea §0, per ot- 
tener la grandezza di ciascuna delle radici della 
proposta. 

Se quest’ equazione fosse della forma x 1 — ax 
t= — b 1 , si avrebbe 

x = jj a ± \/ — b* ; 

la sua costruzione, in questo caso, non differi- 
rebbe da quella del precedente che in ciò che 
il radicale sarebbe espresso da uno dei lati dell’ 
angolo retto d’ un triangolo rettangolo in luogo 
d’ esserlo dall’ ipotenusa , e che questo triangolo 
cesserebbe d’ esistere se si avesse 30 < b , perchè 
allora avendo preso sopra uno dei lati d’un an- 
golo retto ABC, fig. 27, una grandezza 2 7 - 

il Circolo DE, descritto dal punto A come centro, 
con un raggio, il quale fosse minore di AB, non 
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arriverebbe ali’alrro lato BG. Questa circostanza 
ei accorda con la Teoria dell’ equazioni di secondo 
v grado , la quale dà delle radici immaginarie pel 
caso , di cui si tratta. 

Potremo applicare ciò , che precede, al Pro- 
blema seguente. Essendo data la somma , o sivvero 
la differenza dei due lati contigui d’ un rettan- 
golo , e la sua area , costruire questo rettangolo. 

Infatti, sieno b* la superficie del rettangolo 
dimandato, a la somma , oppure la differenza dei 
suoi lati contigui, e x uno di essi; l’altro sarà 
espresso da a — x nel primo caso, e da a-j-a:-nel 
secondo; la superficie sarà (a — x)x pel primo caso, 
e (af-x) x pel secondo; di maniera che avremo 
queste due equazioni 

ax — x* — b* s axf-x z =b* , 

le quali essendo risolute, daranno dei valori di 
* costruibili col metodo antecedente. 

'■ 7 3 - Non è necessario risolvere l’ equazioni di 

secondo grado per trovarne graficamente le ra- 
dici ; desse si ottengono immediatamente mercè 
delle proprietà delle linee rette, le quali si ta- 
gliano in un Circolo. . 

fi’ equazione x 1 -] -ax=zb z essendo posta sotto 
la forma 


x (x -\-a) = b* , 

si rapporta alla proprietà delle secanti , e delle 
tangenti , che partono da un medesimo punto 
Fig. »$. ( Geoni. 128); poiché, se si descriva, fig. 28, 
con un raggio BG=ga un Circolo, e gli si 
conduca una tangente AB, di cui la lunghezza sia 
ò, e pei punti A, e C si tiri una secante AC, 
chiamando x la linea AD, avremo evideatemente 

AD' = AD -f DD' = AD -f 2BC = r + a; 
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e la proprietà citata di sopra somministrando 
AD X AD' =3 AB , ne risulterà 
x ( = 

v f , t 

•h’ è l’ equazione proposta. 

Se si avesse x 1 — ax—b 1 , bisognerebbe fare 
* s= AD'; avrebbesi allora 

AD = x — a, e x(x — a)%^b 2 . 

La costruzione presente non essendo soggetta 
ad alcuna eccezione, dimostra che fintantoché b 
sarà positivo nel secondo membro al tempo stesso 
che x lo è nel primo, le radici dell’ equazion pro- 
posta saranno sempre reali. 

L’equazione x 2 • — ax = — b~ si cangia in 
ax x 1 —b 2 ì e può scriverei allora nel modo seguente 

X{a— ar) = i a . 

Sotto questa forma essa rapportasi alla proprietà 
dellecorde, le quali si taglian nel Circolo ; poiché , 
se descrivasi sopra un diametro Ai3 = a, fig. 29 , F, 6 * 2 9- 
un Circolo, si alzi dal punto A una perpendicolare 
AC = A, si tiri in seguito GUI paralella ad AB, e 
dai punti ove CM iflcontra il Circolo, 

si abbassino sopra AB le perpendicolari 1 FM , 
e P'M' , avremo 

AP X BP = AP ( AB — AP.) = PM 

ovvero 

AP(a — AP) = ò l ; 

dipoi ’ > 

AP' X BP' = AP' ( AB — AP' ) = P'M'* 
ovvero 

AP'(a — AP')=i l : 
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dal che si fa chiaro che prendendo successivamente 
per x le rette AP, ed AP', ricaderemo sull'equa- 
zion proposta 

ax — x 1 —b 2 } 

e che in conseguenza le rette AP , e AP' , otte- 
nute coi metodi sopra indicati, sono i valori dell’ 
incognita x. 

È manifesto che quando AC sorpasserà il 
raggio del Circolo, ovvero fa, la retta CM non 
incontrerà più il Circolo, e non somminigHvrà incon- 
seguenza alcuna determinazione ; ma allora le 
radici dell’ equazion proposta saranno in invagi- 
nane. 

Le radici dell’equazione x 2 -\-ax= — b 2 non diffe- 
ranno da quelle dell’equazione x 2 — ax= : — b 2 , 
se non perchè desse sono affette dal segno — ; ma 
la loro grandezza s’ otterrà sempre mediante la 
costruzione , che ho già indicata. 

74* Nell’ applicazione dell’ Algebra alla Geo- 
metria il segno — s’ interpreta in generale come 
a riguardo dei numeri , rovesciando in una certa 
maniera P enunciato del Problema , ovvero pren- 
dendo le linee, che ne son affette, in un senso con- 
trario a quello , nei quale esse s’ eran supposte in 
principio. 

i Prima d’andar più avanti debbo rammemo- 
rare che le quantità negative deggiono la lor ori- 
gine dalle sottrazioni, le quali non possono effet- 
tuarsi nell’ ordine, in cui esse sono indicate , per- 
chè la quantità da togliersi si trova maggiore di 
quella, dalla quale dessa dovrebbesi togliere. Ri» 
conoscesi da tal circostanza cho v’ è errore nell’ 
enunciato del Problema , o almeno nella sua ap- 
plicazione al caso particolare , che si è avuto in 
veduta; e rettificando quest’errore, vale a d‘ r « 
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modificando l’enunciato in modo da render pos- 
sibile la sottrazione, la quale non s’ è potuta ese- 
guire, arrivasi ad un resultato positivo; ma rispetto 
a certi Problemi, a tutti quelli, i quali conducono 
a dell’ equazioui di primo grado per esempio, non 
si ba bisogno di prendersi questa pena. Il segno del 
resultato! indica egli stesso il rovesciamento , di cui 
l’enunciato è suscettibile, ed i valori negativi , 
impiegati conformemente alle regole stabilite per 
effettuare le operazióni sulle quantità affette dal 
segno — , soddisfanno nello stesso modo ai Pro- 
blemi come quelli , che son politivi. Ecco per 
qual motivo si è cangiata la denominazione di 
radici false , che gli Analisti davano per l’addietro 
alle radici negative dell’ equazioni. 

E dunque parimente per mezzo della sottra- 
zione che si debbono spiegare sulle Figure geo- 
metriche i valori negativi , che 1’ Algebra dà a 
certe linee; e per sottrarre una linea da un’ altra 
serve portar la prima sulla seconda a partirsi da 
una dell’estremità di quest’ ultima : ma vi sono 
su quest’operazione grafica alcune osservazioni 
da fare, le quali dipendono della maniera, me- 
diante la quale si descrivon le linee. 

Sia primieramente CD , fig. 3o , la linedda 1 '? - 3o 
sottrarsi da AB ; siccome la prima è minore della 
seconda , portando questa prima da B in c , la loro 
differenza Ac sarà posta alla destra del punto A : 
ma, se s’avesse da toglier G'D' maggiore di AB, 
e si portasse sempre sopra AB, a partirsi dalla 
medesima estremità B, la linea da togliersi, la 
differenza delle due rette proposte sarebbe espressa 
da Ac' sul prolungamento di AB, e sarebbe posta 
a sinistra del punto A, vale a dire, da un lato 
opposto ’al resultato Ac della prima operazione ; 
egli è a questocangiamento di situazione che corri- 
sponde il segno — . 


Sembrerebbe a prima vista che si dovesse ef- 
fettuare la sottrazione indicata sulle linee C'D' , 
ed AB, portando la minore sulla maggiore; per- 
chè questo è oiò, che si fa sui numeri allorché 
si toglie il minor dal maggiore : ma bisogna osser- 
vare, a riguardo delle linee, che desse sono in ge- 
nerale impiegate ad indicare delle distanzoda un 
certo punto, al quale se ne riportan dell’ altre, 
e che riguardasi come fìsso: esse prendono dunque 
il loro accrescimento dall’ estremità opposta a 
questo punto-, ed allora la sottrazione , la quale, 
di sua natura, è inversa della somma, dalla 
quale resultano in generale gli accrescimenti , 
debbe operarsi pure in senso inverso da quel della 
somma, ed in conseguenza andando verso il lato 
ove le linee diminuiscono. Da ciò proviene che, 
se il punto A sulla retta AB è il punto fisso, di 
cui io parlo , la sottrazione di CD, ovvero di C D' 
debbe operarsi a partire dal punto B. La conti- 
nuità delle linee, è la possibilità di prolungarle 
indefinitamente nei due sensi danno a loro riguardo 
il mezzo d’eseguire, come lo abbiamo veduto, la 
sottrazione nella maniera medesima , benché la 
quantità da sottrarsi sia divenuta la più grande 
delle due. Ecco un Problema semplicissimo, il 
quale confermerà ciò, che abbiam letto adesso. 

j5. Condurre in un triangolo dato ABC, 
fig. 3i , paralellamente al lato AC una linea DE f 
che sia eguale a una Linea data M N . 

Essendo dati i lati del triangolo , farò 

AB==a, ÀC=&, MN = c, 

e prenderò per incognita la distanza AD , perchè 
la posizione d’una linea paralella ad una liner, 
data è determinata da nn solo de’ suoi punti 
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tacendo AD = ar 3 avrò BD = a — #,edi triari* 
goli simili BAC , e BDE daranno 

ab : ac :: bd : de, 


ovvero 


dunque 


x : 


a : b : : a — x ; c ; 


ai — bx = ac , 
ai — ac a(i — c) 


i i 

Il valore di x si costruisce (68) togliendo da 
AC = i la retta CF =e , poi tirando FD paralella 
a CB; poiché la similitudine dei triangoli ABC 
AFD somministra la seguente proporzione 

ac : ab : : af : ad « 

• ó(i — c) 

h\a\\b—c :x=-±— . 

0 * 

Se la linea MN divenisse maggiore di AC, 
essa non potrebbe più trovarsi posta nell’ interno 
del triangolo ABC ; bisognerebbe prolungare i lati 
ABj, e BG; ma 'allora il punto D passerebbe in D f 
dall’ altro lato del punto'A; e questo è precisa- 
mente ciò, cbe indicano il calcolo, e la costru- 
zione. 

Infatti , se si ha M'N' > AC , ne resulterà 
c>à; la quantità à — c sarà io conseguenza ne- 
gativa, ; ma facendo la sottrazione delle linee nel 
modo , eh’ è stato indicato nel num.° prece- 
dente, il punto F passerà in F' , e la linea F'D' 
condotta pel punto F' paralelhunente a BC non 
potrà incontrare che il prolungamento del lato 
AB in D' 

76. In generale, ogni qual volta che si tratta 

di distanze riportate ad un punto fisso , e contate 
• • • 

8 
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sopra d’una medesima linea, o sopra delle linee pa- 
ralelle , quelle , le quali sono affette dal segpo — , 
debbono prendersi in un senso opposto a quelle a 
le quali sono affette dal segno -j-. 

Infatti, se si considera la situazione ispet- 
tiva di due punti, le distanze dei quali da una 
refta qualunque sieno espresse da a-|-£,ea — c, 
è manifesto che la distanza scambievole di questi 
punti è b — |— c , poiché a -\-b — (a — 
e per situarli in questa maniera per rapporto ad 
una retta qualunque A B', fig. 32, fa di mestieri 
fc'ig. 32. tirare in primo luogo, tanto da un lato che dall’altro 
di questa linea, ad una distanza Kk!—a una parafila 
AB; dipoi condurre in seguito due altre lineo para- 
file a quest’ ultima, Ì’ una QM al difuori dell» 
prime, e *d una distanza AQ = b , l’altra Q M 
al didentro, e ad ifna distanza AQ'=c. Con questo 
mezzo tutti i punti tali come M , eM , posti ai rin- 
contri dell’ ultime parafile , e d’una perpendico- 
lare alla linea A h' , avranno tra loro la distanza 
richiesta, e si troveranno in una situazione opposta 
per rapporto alla parafila intermedia AB, dalla 
quale i loro allontanamenti respettivi sono espressi 

e c. È facil' vedere che dessi sarebbero 

ambedue daL medesimo lato di AB se le loro di- 
stanze dalla linea A'B' fossero espresse dao-j-6, 
e c-j-c, perchè allora la loro distanza scambie- 
vole sarebbe b — c. * 

Per questa ragione i seni ) i quali son le distanze 
tig. io. dall’ estremità degli archi al diametro AA',fig. io, 
ed i coseni , i quali son le distanze dal diametro 
BB , cangian di segno passando da un lato all’ altro 
di questi diametri (23). La tangente segue la stessa 
le erge a riguardo del diametro AA , e per la ra- 
• gioite medesima. 

YY- Queste considerazioni non s’ applicano co» 
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immediatamente alla secante, perchè la sua di- 
rezione cangia a ciascun istante: frattanto dessa 
ha nulladimeno un segno proprio alle sue diverse 
situazioni , ed il quale ricavasi datiti sua espressione 

' R 1 

analjtjcaseca= : ma non è, in generale, che 

cos a B 

per rapporto a quelle linee, le quali conservano 
la medesima direzione, che il cangiamento di segno 
cowisponde sempre immediatamente al ‘cangia- 
mento di lato (*). ‘ 

Le rette AD , e AD* , fig. 0.5, le eguali rap- Fìg. a5. 
presentano le radici dell’ equazione di secondo* 
grado a* — ax = .v z ( 67 ), benché appartenenti a 
dei valori di segni differenti , non son opposte ; 
ma se si trattasse d’ applicarle alla soluzion d’ un 
Problema ov 5 esse fossero considerate come delie 
distanze da un punto fisso , misurate sopra una 
linea di direzione costante, bisognerebbe portarle 
da differenti lati rispetto a questo punto dietro la 
regola del n.° 7 6. 

Infatti, il Problema del n.° 67 , per esempio, 
può essere enunciato nel modo seguente ; 

Trovare sulla retta AB=a un punto E tale che 
la sua distanza AL dal punto A sia media propor- 
zionale tra la sua distanza dall' altra estremità 
B , eia linea intera AB. I due valori dell’ inco- 
gnita essendo allora AD , e AD', 1* ultimo , il quale 


(*)' Si può , secondo quel , che mi sembra , dare una 
spiegazione molto naturale dei cangiamenti di segno 
della seaante osservando che questa linea prende real- 
mente una situazione opposta allorché dessa incentra 
la tangente coll’ estremità opposta a quella, colla quale 
essa la incontrava in principio. Infutti, negli archi 
BA',e A'B',pei quali l’espressione analitica della secante 
è negativa, non è più il raggio CM, che incontra la 
fungente NN', ma il raggio opposto. 
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trovasi affetto dal segno — , debb’ esser portato 
iu AE' al di Jà del punto A per rapporto al punto 
B. Questa conclusione è facile a verificarsi; poiché 
il valore di AD'* corrispondente a — x nell’ equa- 
zione a 2 — ax-=x z t verifica l’equazione a* ax 
s=* a , la quale resulta dal cangiamento di-{-x in 
— x,*equest’ ultima equazione somministra la pro- 
porzione 

o+T ; * :: x ; a t 

la quale riducesi a . 

AB -f AE', ovvero BE’ ; AE' : : AE' : AB. 

Il Problema seguente è adattassimo per fai* 
conoscere come bisogni interpretare le diverse so- 
luzioni, che offre una medesima equazione. 

78 ’ Per un punto E , fig. 33 , posto come si 
voglia a riguardo di due rette AB, ed AC per- 
pendicolari tra loro , condurre una retta in modo che 
la parte D E' di quésta retta intercetta tra le due 
linee proposte sia d’ una grandezza data m. 

Per conoscere la posizione della linea D’F' , 
digià obbligata a passare pel punto dato E, non 
è necessario che determinarne nn altro punto, il 
quale può scegliersi come vorremo : prenderò per 
ciò AD'; e poiché il punto E è dato, supporrò come 
cognite le linee GE , e HE condotte da questo 
punto paralellameute alle linee AB, ed AC : farò 
in conseguenza. 

GE=a, " HE = i, AD' =• y. 

Ciò posto, i triangoli simili EGD’ , e F'AD' danno 

gd' :GE :: ad' : af' ; 

in» 

GD' = AD — AG = AD' — HE =y— b: 
dùnque 

r — b :* ::r : ÀF'=-32L. 

Vi 
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II triangolo F'AD' essendo rettangolo in A, som- 
ministra T equazione 

— 2 . — 2 a 

. AU'-fAF'=-D F' , 
la quale, per la sostituzione dei valori di AD', 
AF' , e D'F' , diviene 






(y—bf 


m 


y* — 2 l by*-\~(b z -\-a' 1 — m*ìy‘ 1 -\-<2.bm 1 y — ft 1 m I =o (1) 
allorché dessa sia svilupata , e ordinata. 

Questa equazione sale al quarto grado, per- 
chè il Problema proposto ha in generale quattro 
soluzioni. Si vede infatti , mediante F ispezione 
della Figura, che si può soddisfare in quattro ma- 
niere differenti alle condizioni del Problema pro- 
posto, cioè, V 

Cori le doe linee D’F' , e D 'F" condotte nell’ 
angolo retto BAG , ove si trova posto il punto E : 

Poi colle due linee D"'F"', e D""F"" con- 
dotte negli angoli CAB', e BAC' , adiacenti all’ 
angolo BAC. 

Non è difncil vedere chele soluzioni relative 
all’angolo BAG possono divenire impossibili allor- 
ché la grandezza in è al disotto d’ un certo limite, 
il quale dipende dalla posizione del punto E a 
riguardo delle rette AB, ed AC; ma le altre due 
soluzioni saranno sempre reali j poiché le linee 
F "D"'', e F""D"" posson passare pel punto A, 
il che le renderebbe nulle, ovvero divenir para- 
lelln, una ad AB, l’altra ad AC, ed in conse- 
guenza infinite. 

Non è meno evidente che il Problema si sem- 
plieizzerebbe senza perdere alcune delle sue so- 
luzioni se si prendesse il punto E ad egual di- 
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stanza dalle rette AC, e AB; perocché servirebbe 
allora conoscere una di quelle dell’ angolo BAC, 
ed una delle altre due, per ottenerle tutte quattro. 

Se si sapesse condurre D'F' , per esempio, si 
concluderebbe D'F" prendendo AF' = AD', a 
motivo che il punto E sarebbe similmente posto a 
riguardo delle due rette AC,» ed AB; e se ne de- 
durrebbe, per la ragione medesima, da 

D'"F"' prendendo AF""=r AD 

Dopo quest’ osservazione farò GE = HE, ov- 
vero a = ù; e l’equazione proposta diverrà 

y A — 2 ay ‘-{-aoV 1 — — 2 ay-^à 2 - ) = o . . .(2). 

Non si vede ancora come questa equazione 
possa essere risoluta più facilmente della prece- 
dente; ma la relazione osservata qui sopra tra le 
diverse soluzioni va a porre la cosa in tutta evi- 
denza. 

, T triangoli D'AF' , e D"AF" , D'"AF‘", e » 
D""AF"" essendo eguali , ne segue che gli an- 
goli D'F' A , e D"F"A , D'"F" A, e D'" P F""A, 
sono complementi 1’ uno dell’ altro , e che in con- 
seguenza, allorché conosceremo gli angoli D'F'A, 
D‘"F'"A, avremo gli altri due , e tutte le soluzioni 
del Problema saranno cognite. Ma poiché non si 
hanno in questa maniera che due soluzioni da tro- 
varsi immediatamente, egli è vantaggiosodi deter- 
minar l’angolo , che la retta, compresa tra le linee 
AB, e AC, dee fare con una di queste linee, per 
esempio , con AB. 

Prendendo per incognita la tangente di quest* 
angolo, il triangolo D'EG dimostra che 

D'Gr V J) y— fl 

tang D'F'À= tang D'EG= = - . 

* ° GE a a 
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y — a 

Se si faccia- = z, avremo 

a 

y = az-\-a *, 

e sostituendo questo valore nell’ equazione (2) 9 
conseguiremo, dopo fatte le riduzioni , 0 

a 4 z 4 -j-2a 4 z , -^-(2a 4 — a 1 ira 1 )z a '-|-2a 4 z-|-a 4 ==o , 

ovvero z 4 -{-2z 5 -j-*- j — -z 1 -{-2z-j-' 1 = 0 (^)* 

È manifesto adesso che, se la quantità z sod- 
disfa a questa equazione , la quantità —7 vi sod- 
disfarà egualmente (*) ; e scrivendola nel modo 
seguente . 

ira 1 i 

Z 4 — j— 2 Z^— 2 Z 1 — 2 Z 1 =— jZ , , 

riconoscesi facilmente che qualora si sommi z 1 eoa 
ciascun membro, il primo diviene un quadrato per- 
fetto 

JS 4 -^2Z 3 -I-2Z 1 2Z-|- 1 -J-z*=:(z -j-z-|-i) : 
si ha dunque 

( z 2 -|- z -j- 1 y =-^5 z 1 -f z 1 , 

' t * . 1 

di dove . ( xj 


(*) (Quest’equazione è di quelle, che si chiaman 
reciproche. Si trova nel Complemento degli Elementi 
d’ Algebra la maniera d’ abbassarle tanto quanto è 
possibile *, e, per la trasformazione indicata a quest* 
effetto, la propostasi riduce immediatamente al se- 
condo grado. 
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il che riducasi a 

a :p V/7j*-j-c~ 




-Z — {— 1 = O. 


Questa equazione debb’ essere considerata come 
equivalente a due equazioni di secondo grado, per 
motivo d<^e due forme, di cui è suscettibile il 
coefficiente del suo secondo termine e facendo, per 

abbreviare . V n» 2 -J-o I ^= », essa dà successivamente 


+ 


• » 


:+l=0, 


_a | a- f* ra . 

1 -j Z — (-• 1 sss o. 


Se si denotano per z , z" le due radici della 
prima, e per z ,z"" quelle della seconda , avre- 
mo, in virtù dell’ ultimo termine eguale all’ unità. 


/ // 

z z = i , 


ut t/n 

z z = i ; 


e siccome z esprime la tangente d’un angolo presa 
supposto il raggio = i , ne segue chei valori z' , 
e z appartengono a due angoli complementi l’uno 
dell altro , e che lo stesso succede a riguardo di 
z' ' , e z"" (9) , conformemente a ciò, eh’ è stato 
osservato nella pag. a Ji8. 

Risolvendo l’ equazioni suddivisate, si ottien 
per la prima , 


o — n 1 « 

z=r ± — v (a — n ) 2 — Aa 1 , 

2 a 20 ' ^ 

per la seconda 

o-l-n 1 

2 — ± —V (aMnf—Aa 7 - 1 

* 20 20 ' 1 ' > 
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V^(a — n)~ — 4a 2 = ^ (n-j-a) ( n — 3a) > 

^ {a-\-n) z ^—[^a‘ l =zV (n — a ) (n-|-3a) ; 

e poiché n== V m x -\-a 1 sorpassa necessariamente a , 
si vede che i due ultimi valori di z saranno sem- 
pre reali , laddovechè i due primi diverranno im- 
maginar] allorché avremo »<3a. 

Prima d’arrivare a questo punto i medesimi valo- 
ri diventeranno eguali se n = 3o, vale a dire se 

-Sa ; e facendo svanire i radicali ,s’ ot- 
tiene 

m 1 + a 1 = 9 a 1 ; 

donde 

m‘ 8a* , ovvero m = V 8 a r = 2fl ^2; * 

ciò che dimostra, che non potremo condurre nell 
angolo BAG pel punto B alcuna retta minore di 

‘laV a. 

La quantità n essendo allora V Sal-\-a 7 =Za , 
i due primi valori di z divengono eguali a i , e 

gli altri due sono- — 2±V^3. Segue da ciò che 
• le due linee D F', e D"F" si confondono facen- 
do con AB un angolo di o*,5. * 

Nel caso generale, se si fa * * 

V (a— n) 1 — 4 fll = V(n~^a)(n—-Zq)=p ) 

V (a-j-ra) 1 — 4 a 1 = V ( n — a) (n-j-3o) = <7, 
conseguiremo pei quattro valori di z 

> a — n — p ,, a — n ~\rp < 


2 a 


2.0 
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a+n—q 


z 


aa 2 a 

Conoscendo le tangenti z', z', z'", z"", ne conclude- 
deremo i valori di y col mezzo dell’ equazione 

• • y=az~j-a (pag. 119). 

Questi valori saranno respettivamente 


AD' =■ 


a — n — p 


ÀD"==- 


2 

a — n-|-p 


a+n-f-p 

2 

a-j-ra — p 


AD"'=- 


2 

a-|~n — 


ÀD""=. 


2 
• 2 


4 - a =• 


a 

-« 4-7 


■fo = 


2 

a — n — q 


Essi si costruiran facilmente ; poiché la quan- 
tità n è l' ipotenusa d’un triangolo rettangolo, di 
cui i lati sono a, e m; le linee, p , e q s’otten- 
gono pure eoi mezzo dei triangoli rettangoli (69), 
ovvero colle medie proporzionali (70) ; ed allor- 
ché avremo le lunghezze delle quattro rette sud- 
divisate , i punti D', D", D D’" saranno dati (*). , 
79. In luogo di prendere per incognita l’angolo, 
che dee far .con AB la retta dimandata, sarebbesi 


( ¥ ) Se si paragona l’ analisi , che ho fatta , dello 
diverse circostanze del Problema di sopra con quella, 
che si trova nell’ Algebra di Bezout ( 3 .° Voi. del 
Corso ad uso della Marina , edizione del 1781, pag. 334 ) 
vedremo quanto quest’ ultima è incompleta, e fallibile; 
essa non indica se non che le due soluzioni rappre- 
sentate dalle linee D'F' , 0 D^F". 
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potuto cercare di determinar la distanza tra il 
punto dato E, ed il punto K, mezzo della linea 
D'F' , per concluderne D'E. Facendo EK=a: , e 

, m' , 

ponendo, per abbreviare, F'K=DK = — = 
sarebbesi avuto 

D'E=D'K-fEK=Z 4 -*, F'E=F'K— EK=Z— ar 

F'H = V ÈF' — EH S = s/y—xf—a 1 --, 
ed i triangoli simili D'GE, EHF' avrebbero dato 
D'E : EG:: EF' : F'H; 
ciò , che riducesi a 

l -f- X : a:\l- X (Z— x) 2 — o 1 , 

di dove si sarebbe dedotta l’equazione. 
a(l—x) ==r (Z— j—o;) V (l — x)' — a*, 

la quale, per l’elevazione a*l quadrato, e pel suo 
sviluppo, sarebbe divenuta 

ce 4 — (zF-^za^x'-^l* — 2 a 1 l 1 =0; 

e potend 0 risolverla come quelle di secondo grado; 
se ne sa rebbe ricavato in primo luogo 

x 1 - = Z 1 + o l ±Va 4 + 4a i r, 

dipoi 

x—±\/l z J r a z ±V a ^aH*==x)Jl*J r a z ±aVa z +/il z \ 

espressioni facili a costruirsi dietro ciò, che ab- 
biamo veduto nei rmm.' 69, e 70. 

Questa soluzione cosi notabile per la sua e-» 
leganza è rieavata dall’ Aritmetica universale : 
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Newton l’ha data per far vedere come una feli- 
ce scelta d’incognite semplifichi la soluzion d’ un 
Problema. Ciò, ch’egli ha fatto nel Problema , di 
cui mi occupo, gli è senza dubbio stato suggerito 
dalla considerazione che la distanza EK non può 
avere che due grandezze diverse, una relativa 
alle due soluzioni DT', e D" F', e l’altra alle 
soluzioni D'" F'", e D"’ F / e che in conseguenza 
i suoi quattro valori debbono, fatta astrazione 
dal segno, essere eguali due a due. Concluderò 
da ciò che, per determinarsi nella scelta dell’ in- 
cognita, bisogna cercar quella, che nellediverse 
circostanze, che può offrire il Problema, subisca 
il minor numero di cangiamenti. 

80. Il piccol numero de* Problemi risoluti pre- 
cedentemente serve penfar vedere come 1’ Algebra 
possa applicarsi alla soluzion dei medesimi. Ab- 
biam dovuto conoscere da questi escmpj che le 
circostanze concernenti lasituazion delle linee pos- 
sono sempre esser dedotte dalla considerazion dei 
triangoli, e mediante le proprietà di queste Figure 
esprimersi algebricamente. L’arte di formare i 
triangoli, di cui si tratta , e che resultano , tanto 
esplicitamente , che implicitamente, dalle condi- 
zioni del Problema proposto, non può , come la fa- 
cilità di porre in equazione i Problemi numerici, 
acquistarsi se non che con l’assuefazione (*). 


(*) L' Aritmetica universale di Newton contiene 
una collezione di Problemi tanto preziosa per l’e- 
leganza delle soluzioni quanto per la varietà degli 
enunciati : la Geometria di posizione di Carnot ne 
contiene degl’ interessantissimi , e che conducono a 
delle proprietà considerabilissime^ dell’estensione. La 
lettura di quest’ Opere, e di quelle di Tommaso 
Simpson sarà utilissima alle persone, le quali vor- 
ranno esercitarsi nella risoluzion dei Problemi. 
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Le diverse espressioni costrutte in quel, 
elle precede, non si riportano che a delle linee, 
perchè i Problemi, che ci han condotto alle me- 
desime, non hanno altro fine che la (feterminazion 
delle linee; e questo è ciò, che accade il più 
spesso, poiché la determinazione delle Figure ri- 
ducasi sempre a quella delle lor dimensioni. 
Frattanto può presentarsi qualche caso dove si 
cerchi immediatamente un’ àrea, o un volume ; 
l’espressione, alla quale si arriva, dee, se dessa 
è omogenea, avere nel primo caso a ciascun termine 
del suo numeratore due fattori di più che a quelli 
del suo denominatore, e tre nel secondo caso. 

« . „ . . 'ab'c—a'd+d* , 

Per esempio, 1 espressione — - : — può 

a 7 -j-6V— d 1 

bn volume. Nell’espressione finale del n-° 65 la 
lettera m non dee contarsi , perchè dessa esprime 
un rapporto, e non una linea. 

Costruire questa espressione vuol dire far 
un rettangolo, l’area del quale sia equivalente 
alla prima, ed un paralellepipedo rettangolo, di 
cui il volume sia equivalente alla seconda; e per- 
ciò si prepara, mediante l’artifizio analitico del 
n.° 68, la prima formula di maniera eh’ essa ri- 
ducasi ad un prodotto di due fattori, la secondat 
in modo eh’ essa diventi un prodotto di tre fat- 
tori. * 

Infatti, se si prendono 


denotare un area, e l’espressione 


ab^c = 
c 1 = mk'" . 


a'd=m'k ' , 
ad =t 


d* — m'k’ 


la quantità m resterà arbitraria, le' quantità A-, • 
k\ j T, k"', k"' f si determineranno colla linee pro- 
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porzionali , ed avremo 

ab* c- — a’d-j-d 4 m i k — m ì k'-^m'k n 
■ " =_ mk‘ 

m*(k — k'J^k'' ) \m(k—k'+k") 

• — > k'"^ n "-~— m * ~k'''± v*—’ 

resultato, il quale può essere riguardato come 1 a- 
rea d’un rettangolo, di cui la base fosse m , e di cui 
r altezza fosse la linea rappresentata dalla formula 

m (k—k’±k") 

. k'"J r k"" *' 

Poiché è in nos*tro arbitrio di prendere a pia- 
cimento la linea m, possiamo farla eguale ad una 
delle quantità impiegate nell’espressione da co- 
struirsi, ovvero all’ unità , mentre se ne sia pre- 
scelta una. L’esempio di sopra espostosi sempli- 
cizza molto allorché si prende ro = a ; si conse- 
guisce allora 

b*c = a 1 k, d=k', d 4 =o ? *", 

c*=ak"' ) d=k""\ 

nb l c—a i d-\-d* a % (k — d~\-k") 
e c*^-ad — a(k'"J r d ) 

- n y «k*~d+F ) 

“ X (k"-\-d) 

Questo metodo s’ applica facilmente^ alla se- 
conda espressione proposta 

# a 7 d 1 ’ i 

. . , • 

Prendendo immediatamente a in luogo della 
quantità arbitraria ira , faremo 


♦ 
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<■ - d 7 =a 6 £, Posa'*"} 

ed otterremo 

« 7 -f*V— iP _a 7 4-a 6 *— a 6 V 

a 4^4—— a 4j_ a H" 

«‘(a-}-*— P) , *(*+*-*') 

” a’(a-j-A") — ° * o-j-À-" 

L’ultima formula può essere evidentemente 
presa pel volume del paralellepipedo rettan- 
golo, la base del quale è il quadrato costrutto 
sulla linea a, e l’altezza èia linea retta rappre- * 
tentata dalla formula 

t | -A — ■ — A’ j 

- ■ ‘ 

8i. L’Algebra serve non solamente a trovare la 
• grandezza delle linee, e delle parti dell’ estensio- 
ne paragonate le une colFaltre, ma essa somministra 
ancora il mezzo di determinar le Figure formate 
da queste linee , ed in generale le forme dello 
spazio. Descartes , osservando il primo chequesta 
ligure , e queste forme stabiliscono delle relazio- 
ni di grandezza tra delle rette , è arrivato ad ap- 
plicar 1* Algebra alla Teoria delle Linee in gene- 
rale , e mediante questa scoperta le Matematiche 
hanno interamente cangiato d’aspetto. 

Se si concepisca, per esempio, che da tutti i punti 
d’ una linea qualunque DE, fig. 34, si sieno ab- Fig. 34 . 
Lassate delle perpendicolari PM , P'M' , P''M",ec. 
sopra una linea retta AB data di posizione , e che 
a partire da un punto A preso a piacere su questa li-, 
nea siansi misurate le distanze AP, AP', AP", ec., cia- 
scuna-di queste distanze, eie perpendicolari, chelor 
corrispondono , saranno collegate tra loro in modo 
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<^che una di esse si. concluderà necessariamente 
dall’altra. Infatti, quando la grandezza di AP 
sarà fissata, 1’ incontro della curva DE con 
la perpendicolare alzata dal punto P sulla linea 
All darà la grandezza di PM ; e quando avremo 
questa grandezza, che supporrò rappresentata da 
°b , otterremo AP prendendo sopra AC, perpen- . 
dicolare ad AB, una parte A e conducen- 
do in seguito la retta QM paralella ad AB , la 
quale incontrerà la linea DE in un punto M, pel 
quale avrem necessariamente PM=aò. 

• Nulla c’impedisce d’ immaginare che le linee 

AP, PMsien riportate ad una linea comune presa 
per unità, e che sotto questo punto di vista esse 
non sieno rappresentate da dei numeri, oda delle 
lettere. Se la relazione , eh’ è tra AP , e PM , tra 
AP', e P'M', ec. , può esser espressa da un’ e- 
quazione algebrica , questa equazione caratteriz- , 
zerà la linea DE, e potrà farne conoscere succes- 
sivamente tutti i suoi punti: questo è ciò, che 
vedremo adesso sopra due semplicissimi esempj. 

8-2. Prendo per primo esempio la retta AE, 

• 33 - fig. 35 , condotta pel punto A ; tutte le perpen- 
colari PM, P'M' , P ,A M ', ec. abbassate da eia- • 
scun de’ suoi punti sulla linea AB determineranno 
una serie di triangoli APM, AP'M", AP M',ec. 
tutti simili tra loro , e che daranno 

ap : pm : : ap : pi' : : ap' : P"M", ec, 

ovvero, ciò che riducesi allo stesso, 
i PM P'M' P"M'' 

"ÀP^AP" AP“’ 7 

• • * | 

La relazione di tutte le distanze Al^lalle per- 
pendicolari PM è in questo caso facile a conoscer- 
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ai, essa consiste nel rapporto costante, che cias- 
cuna delle prime ha con quella delle seconde , che 
le corrisponde ; e se si denoti questo rapporto per 
o , ayrenao 

PM=aXAP, P'M'=aXAP' 4 P"M"=ÌaXAP" , ec; 

Tutte queste equazioni, le quali sembrano 
particolari per ciascun punto della retta AE , pos- 
sono esser comprese in una Sola , denotando la di- 
stanza dal piede della perpendicolare al punto A, 
qualunque essa siasi > per x> e rappresentando 
la perpendicolare stessa per y ; poiché avreimxal- 
lora y=ax. Questa equazione , la quale contiene 
due incognite x , e y , non può dare il valore che 
d’ una sola , e^nò 4°po che avremo determinato ar- 
bitrariamente il valore dell 5 altra : allorché si asse- 
gna a^na valore qualunque AP , y prende il va- 
lore corrispondente PM. Se si ha , per esempio * 
si trova PM = gAP, vale a dire che pren- 
dendo PM eguale alla metà di AP il punto .Mè 
sulla retta AE, ej non altrimenti. 

La linea AE non si termina a un tratto nel 
punto A; si d&e, per abbracciare tutta la sua e- 
stensione, concepirla prolungata in AE' al disotto 
della linea AB, ed a sinistra della linea AG. Quest* 
ultima parte è Compresa pure nell’equazione y.—dX' t 
poiché si posson dare a x io quest’ equazione dei 
valori negativi , e quésti valori esprimendo le di- 
stanze dalla linea AG, debbono esser presi dal 
lato opposto a quello ove si son portati i valori 
positivi (76) : essi daranno dunque dei punti tali 
come p s posti in addietro del punto A. Ma i va- 
lori corrispondenti diy essendo pur negat ivi, deb- 
bono esser presi dal lato opposto a quello ove si 
son portati i valori positivi , vale a dire al disotto 
di AB 4 come pm ; ed è manifesto d’altronde che, 

9 
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se A p è preso eguale ad AP , pm sarà parimente 
eguale a PM : caderem dunque in questa maniera 
sui punti del prolungamento AE f della retta AE. 

83. Considero in secondo luogo il Circolo de- 
tfg. 36 . scritto dal punto A, Jìg. 36, come centro, e con 
un raggio eguale alla linea AD. Ciò, che distin- 
gue i punti della Circonferenza dagli altri punti 
del piano, è d’ esser tutti ad una medesima di- 
stanza dal centro A, la quale sia eguale al raggio 
AD; ed in conseguenza in qualunque parte che si 
prenda il punto M su questa curva, le rette AP, 
e PM saranno i lati d’ un triangolo rettangolo, 
di cui l’ ipotenusa AM sarà eguale ad AD. Fa- 
cendo dunque 

AP — t, PM=y, ’APsr, 
avremo * 


© ricaveremo da ciò 



equazione , col mezzo della quale dandosi un va- 
lore a x, ovvero AP, avremo col soccorso del cal- 
colo, e senza che siavi bisogno di costruir la Figura. 
y, ovvero PM, o almeno il rapporto di questa 
linea col raggio. Prendendo, per esempio, x—lr, 
otterremo 



Vr'— fr 5 = VV = rX 


aV^a 

~3 


Concepirem facilmente che si posson dedurre 
dalla medesima espressione le linee PM per tutti 
i punti della linea AB compresi tra A, e D. 

L’equazione y =:VV a — x 2 prova egualmente eh» 
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In descrizione geometrica della Circonferenza del 
Circolo, che questa curva non debb’ estendersi al 
di là del punto D; poiché, per prendere il punto 
P al di là di detto punto, farebbe di mestieri sup- 
porre .z;>AD, ovvero 7>r, ed in questo caso il 
valore di jy* diverrebbe immaginario. 

Benché io non abbia censiderato se non che 
il quadrante DE , gli altri tre , i quali comple- 
tano la Circonferenza , sono compresi nell’ equa- 
zione x ; poiché i’ ordinata y avendo per 
un medesimo valor di x due valori, cioè 

-f- V^r 3 — x 2 , e r 2 — x 1 , 

il secondo debb’ esser portato dal lato opposto al 
primo (76), e somministra per conseguenza tutti 

i pnnti del quadrante DE'. Ma 9 Ì posson dare a 
x dei valori negativi, i quali debbon portarsi da A in 
D r , poiché i valori positivi sono stati portati da 
A in D, ed a ciascuno di questi valori corrispon- 
deran due valori di y : il valor positivo darà i 
punti del quadrante D'E, ed il valor negativo i 
punti del quadrante D'E'.. 

84. Benché non si ricavino dall’ equazioni 

y-staXi y z=i±Vr 2 — x 1 

che dei valori appartenenti a dei punti sempre 
disgiunti, nulladimeno la continuità , la quale re- 
sulta dalla descrizion della linea rettale dei Cir- 
colo, che si rappresentano respettivamente da 
queste equazioni, non è punto violata, perchè 
si possono sempre determinare col loro mezzo dae 
punti tanto vicini E uno all’ altro quanto vorremo; 
poiché serve per questo di prender per x due 
valori consecutivi quasi eguali, e nulla non li- 
mita la piccolezza della differenza, che si può 
por fra di loro. 


\ 
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85. Questa maniera di rappresentare il corso 
delle linee, vale a dire le circostanze della lor 
forma, e della lor situazione, riportandole ad una 
retta con delle perpendicolari, merita la più grande 
attenzione; si vede che dessa riducesi a determi- 
nare la posizione d’ un punto qualunque col mezzo 
della sua distanza da due rette AB , ed AG per- 
3, ‘ pendicolari tra loro. 11 punto M, fig. 34 , è di- 
fatto determinato allorché si hanno le distanze 
AP, e AQ , poiché esso si trova all’intersezione 
delle linee l’M, e QM condotte pei punti P,e 
Q paralellameote alle rette AB, ed AG. 

Le linee AP, ed AQ, o le loro eguali QM, 
e PM si dicono coordinate. Ci serviamo ordina- 
riamente della parola ascissa per denotar quella, 
che si suppone cognita, e si dà all’altra il nome 
ti 1 ordinata. Gosì, negli esempi precedenti , ove ho 
sempre espressele linee PM col mezzo delle linee 
AP, PM era l’ ordinata , ed AP 1’ ascissa. Le linee 
AB, ed AG, le quali determinano la direzione delle 
coordinate r si chiamano gli assi delle coordi- 
nate. 

Bisogna osservar bene che pei punti situati 
sulla linea AB la distanza AQ, o PM é nulla, 
e che in conseguenza, se dessa si rappresenti per 
y , abbiamo per tutti questi punti y=c ;> per la 
medesima ragione si ha QM , o AP, ovvero x = o 
per tutti quelli, i quali san posti sull’ asse AG; e 
finalmente nel punto A, il quale dicesi V origine 
delle coordinate , si ha nel tempo medesimo 

x=o, j=o. 

Non dando che i valori assoluti dell’ ascissa 
AP, e dell’ordinata PM,. il punto Di resta, ancora 
indeterminato a qualche riguardo; perchè non si 
conoscono allora che le distanze di questo punto 
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dalle rette indefinite BB' ,e GG \fig. 37 ; e con- F| S- 3 7- 
servando queste distanze medesime , potrebbe detto 
punto trovarsi indifferentemente in uno qualunque 
dei quattro angoli retti BAC, B'AC, B AC’, BAC' ; 
tna le combinazioni dei segni affetti alle coordi- 
nate AP, e PM fanno conoscere in quale di questi 
angoli si trova il punto proposto. Infatti , essendo 
convenuto di dare il segno -f alle parti della linea 
AB andando da A verso B, il segno — sarà quello, 
che bisognerà assegnare alle parti di AB' andando 
da A verso B'. Parimente,, se abbiam dato il se- 
gno -f alle parti di AC andando da A verso G, 
le parti di AG' andando da A verso C' saranno 
necessariamente affette del segno — . Ciò posto, 
avremo 


pel punto M 
dell’angolo 


La scelta delle linee AB, ed Ap perpendi- 
colari tra loro non è la s^ti , che possa farsi per 
determinare sopra di un piano la posizione d’un 
sistema qualunque di punti; qualunque combina- 
zione di linee capace di fissare la posizione d’ un 
punto, per esempio, le sue distanze da due punti 
dati, sarebbe egualmente propria a quest’uso; 
ma nel maggior numero di casi le coordinate per- 
pendicolari son queW e, l’impiego delle quali pre- 
senta maggiore facilità , e vedremo in seguito 
più esempj della maniera, mediante la quale si 
passa da queste coordinate alle diverse maniere 


f BAC, .... 

/ -f AP ovvero 
•\-f PM 

-fa: 

J r.r 

J B'AC, 

r — AP 
*\-f PM 

X 

+y 

] B'AC', . . . 

r — AP 
• l— PM 

X 

— y 

f BAG',.... 

r + AP 

-f X 

V. ^ 3 • • • • 

• l— pai 

—y • 
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d’ assegnar sopra nn piano la posizione dei punfc. 

86. L’equazione, la quale esprime le rclazio- 
Ili tra le AP, e la PAI per una linea data, si chia- 
ma 1’ equazione di questa linea , e viceversa que- 
st’ ultima si chiama il luogo dell’equazione, alla 
quale dessa appartiene. 

È manifesto che qualunque Problema geome- 
trico indeterminato contenendo due incognite , con-, 
duce ad un luogo geometrica . Se si trattasse , per 
esempio, di formar tutti i triangoli rettangoli , che 
si possono costruire sopra nn’ ipotenusa data a, 
chiamando x , e y i lati dell’ angolo retto di questi 
triangoli, l’equazione del Problema sarebbe -* 1 
= a* ; e si soddisfarebbe al Problema col 
descrivere sopra un raggio eguale ad a un quarto 
di Circolo, ed abbassare da tutti i punti di questo 
quarto di Circolo delle perpendicolari sopra il suo 
raggio : il quarto di Circolo sarebbe il luogo di 
tutti i vertici d’ uno degli angoli acqti di questi 
triangoli, 

L’ equazion d’una curva s’ ottien sempre espri- 
mendo analiticamente o una qualunque delle sue 
proprietà, come lo abbiam fatto per la linea retta, 
o le circostanze della sua descrizione, cosi come ne 
abbiamo usato a riguardo del Circolo. Recipro- 
camente, un’ equazioni qualunque, considerata 
in se stessa , dà pur origine ad una curva, della 
quale essa fa conoscere le proprietà. Quest’ ultimo 
punto di vista essendo il più generale, ed il più 
fecondo, perciò d’ora in avanti dedurrò le linee 
dalia considerazione dell’ equazioni. 

8f. Di tutte l’ equazioni a due indeterminata 
la più semplice è quella di primo grado; ed essa 
appartiene alla linea rettala più semplice di tutte 
le linee. Quest’ equazione può essere rappresen- 
tata da C/ = A:r-|-B; ma dividendola per C, 
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perderà nulla della sua generalità , • 

diverrà y — — jc-J- — , ovvero yz=.ax-\- b t fa- 
A B 

cendo r^-a — =b: è sotto questa forma ch’ioim- 
Aj C 

piegherò cT ora in avanti questa equazione. 

Supponendo primieramente che ] b sia nullo, 
avremo 


y =.ax , ovvero — = a, 
x 

vale a dire che in tutta Pesteusion della retta il 
rapporto di PM ad AP , fig. 35 , sarà costante. rig 35 
Questa proprietà, la quale altro non è che l’e- 
spressione della similitudine dei triangoli A P DI, 

, , , PM P'M' 

AP M , ec., e dalla quale resulta che -^p= ec * 

in qualunque parte si prendano i punti P, P,ec. 
sulla linea AB, non può appartener che alla li- 
nea retta AE condotta pel punto A , origine delle 
coordinate. 


Il rapporto—, ovvero il coefficiente «*, di- 

pende dall’ angolo , che fa la retta AE con l’asse 
dell’ ascisse AB ; ma nel triangolo APM , eh’ io sup- 
pongo rettangolo in P, il rapporto di PM ad AP 
è eguale alla tangente dell’ angolo PAM (3o):« 
rappresenta dunque la tangente di quest’ angolo. 

Considerando 1’ equazione y — ax -\~b , si 
vede che la nuova ordinata y non differisce dalla 
prima y — ax che inquesto , cioè, eh’ essa.la sor- 
passa della quantità A; dal che ne segue che, se 
si prenda AD = b , e che si conduca la linea DF 
paralella ad AE , dessa sarà il luogo dell’ equa- 
zione y — ax -j- b ; poiché avremo 
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PN = PM -f MN ss PM 4* AD, 
P'N'rzrP'M'-f-M'N^PM'+AD, ec.; 

e bisogna osservar bone che il coefficiente a resterà 
^o stesso per tutte le rette paralelle ad AE. 

È facil vedere che niente nell’equazione yx=ax-^-b 
limita i valori, che si posson dare a x % e che in 
conseguenza quelli di y diverranno tanto grandi 
quanto vorremo; ma nel medesimo tempo nulla 
limitando il corso della linea DF nello spazio ìdt 
definito BAG, troverem sempre delle ascisse, e 
delle ordinate tanto grandi quanto basti per rap- 
presentare i Valori di y s e di x 3 i quali soddisfa- 
ranno all’ equazione proposta. 

Facendo a? = o, avremo y = i, e questo va- 
lore apparterrà al punto D , dove la retta DF in- 
contra P asse AC delle ordinate. Allorché v sarà 
negativo „ troveremo 

yr=z — ax~\-b t 

ed ax essendo minore di b x y sarà sempre positivo, 
ma minore di A, ovvero d’ AD. 11 corso della li- 
nea DF dimostra che questa circostanza non può 
aver luogo che nella parte DF' corrispondente a 
delle ascisse A p , situate dal lato opposto dell’ 
ascisse AP , che io aveva soelto per rappresentare 
i valori positivi di a?: è dunque da questo lato 
che bisogna prendere i valori negativi di x. 

Per trovar il valore di x , che corrisponde 
al pnntQjf, ove la linea DF incontra F asse AB 
deir ascisse, bisogna farejK==o; il che dà 

1 J ' b 

ax-\-bz=so, e x^= — »-r=j= A/! 

Allorché x restando sempre negativo sarà di- 
venuto maggiore della quantità - , lo stesso y di- 
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verrà negativo; ma al di là del ponto f la linea 
DF si trova al disotto della linea AB; l’ordinata 
p' n caderà dunque da nn lato opposto a quello 
dov’ essa era situata in principio ; e per conseguenza 
i valori negativi di y debbon portarsi da un lato 
della linea AB opposto a quello , che si è adottato 
pei valori positivi. 

Queste osservazioni , le quali confermano ciò , 
che si è detto nel n.° j6 s non sono particolari 
alla linea retta. Non vi si potrebbe far mai troppa 
attenzione , poiché è dall* uso delle quantità nega- 
tive nelle Figure che dipendono in gran parte le di- 
verse forme, dalle quali sono affette le linee curve. 

L’equazione^ - =zax -\-b norf contenendo che 
due costanti a, e b ì il valor delle quali partico- 
larizza la retta, che si considera, distinguendola 
da qualunque altra, ne segue che due condizioni 
sono bastanti per determinar questa retta. Quelle, 
che si offron le prime , sono d’ assoggettare la dotta 
linea a passar per due punti dati, ovvero ad essere 
paralella, o perpendicolare a una retta data, ed 
inoltre a passare per un punto dato. Avremo in 
seguito bisogno di conoscer la forma , che prende 
l’equazione y =«*-{- b per soddisfare a queste 
diverse condizioni ; ecco perchè vado ad esaminarle 
ciascuna in particolare. 

88. Se si cercai* equazione della linea retta, 
che passa per dae punti, le ascisse dei quali sieno 
*, e a', e le ordinate € , e porremo successiva- 
mente e x in luogo di x , € , e €' in luogo di 
y , ed avremo , per determinar a, e b , le due 
equazioni . : , , 

C = ax-\-b*) r £ 

li ) Ct' — SL 

x'G—xC 


dallo quali 


C'=.ax’-\^b 


ricaveremo 


> <tQ—xZ 

lo J /»= ; 

f et — x * 


i 38 àpp licì j io ni dell’algebra 
0 ne resulterà 

e '— e . a'e—ciG’ 




■x 


+ 


■et 


per 1’ equazione della retta cercata. 

Si può dare a questo resultato una forma 
più semplice; poiché, se si toglie dall’ equazione 
y z?zax \-b una delle due equazioni di sopra , per 
esempio la prima, b disparirà , ci otterremo 

y — Q — a(x—ct)-, 

quest’ ultima equazione sarà quella d’una linea 
retta assoggettata a passare pel punto , di cui le 
coordinate sonò «, ef,e che faccia d’altronde 
con l’asse AB un angolo qualunque : ponendovi 
in luogo di a il valore trovato precedentemente , 
avremo ' >• 

- r-c, 

X — C= - — — ( x-—ct). . 


et 


•et 


La distanza dei punti proposti , ovvero la 
parte , eh’ essi intercettano sulla retta cercata, avrà 
per ^pressione 

V(u f — et )* + (C r — C) 4 i 

ciò è manifesto evidentemente , supponendo che 
N , e N' rappresentino questi punti ; poiché la 
loro distanza NN' essendo l’ ipotenusa del trian- 
golo rettangolo NRN' , ne segue che , 

^N'== NR 4- N'R L (AP — ÀP) 1 -f (P'N' — PN) 3 . 


89. Per ottenere 1 ’ equation della linea retta, 
la quale passasse pel punto, di cui le coordinate 
sono u y e 6, e che fosse paralella alla linea rap- 
presentata dall’ equazione y=ax-\-b' , servirà di 
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sostituire a in luogo di a nell’ equazione^ — £— 
a (ar — et), la quale digià soddisfa alla prima coa- 
dizione ; poiché , secondo il n >0 87 , il coefficiente 
di x è lo stesso nell’ equazioni delle linee rette 
paralelle tra lorojavifem dunque per quella, che 
cercasi , 

y — (x — et ), 

90 . Finalmente, se AE, ed AI , fig. 38, sono Fig. 38. 
due rette perpendicolari tra loro , che passino per 
F origine A, e che sull’ascissa AP s’alzino le or- 
dinate PM, e PM', si trova , paragonando i trian- 
goli APM, ed APM', che il rapporto di AP a 
PM è inverso del rapporto di AP a PM' ; di ma- 
niera che, se a è il coefficiente di x nell’ equa- 
zione di AE (87) , questo coefficiente sarà - in 

a , 

quella di AI. Ma le ordinate di qnest* altima ca- 
dendo al disotto di AB, debbono, pel n-° 76, es- 
sere affette dal segno — : l’ equazioni delle rette 
AE, AI saran dunque 



(*) Arrivasi pure a questo resultato senza ap- 
poggiarsi al n:° 76 5 poiché l’inclinazione, o angolo 
delle due rette AM, ed AM', fig. 39, che passano per Fig. 3g. 
l’origine, determina la forma del triangolo com- 
preso trai punti M, e M' corrispondenti alla mede- 
sima ascissa AP, e l’origine A; triangolo, di cui 
i lati son facili a calcolare ool mezzo dell’ equazioni 
di quoste rette , oh’ io già suppongo 

y=zax, yzza'x. ' f 

Infatti, so AP=:x, si ha PM = or, I J M'=a'x , ' 

MM'= PM — PM' ~ax — a'x -, 
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Considerando in seguito le rette DP, eGH, 
respettivaraente paralelle alle rette AE , ed Al , 
ed in conseguenza perpendicolari tra loro, trove- 
remo per le loro equazioni 

y — ax-\-b,t> J — x-\*b' (n.° preced.). 

Se la seconda dee passar per un punto, di 
oui le coordinate sieno a, e 6, la stia equazione 
diverrà 


i triangoli rettangoli APM, APM' danno 
AM‘- AP + PM = + u?x x , 

AJT = AP +;PM'’ = *» + a'*x x ; 

e quando queste rette divengono perpendicolari tra 
loro, il triangolo MAM'divien rettangolo in A; MM', 
la quale n’èaljora l’ ipotenusa, dee soddisfare all’ e- 
quaziooo 


•he i valori suddivisati cangiano in 

( ax — a!x)' — ix 1 -f- a*x* - j- a'*x*. 


Sviluppata, ridotta, e divisa per ’flx* , ossa 
ducesi a *— aa’r: l, di dovo concludesi a — — 


ri- 

I 

— » 
a 


eome qui sopra. 

È bene osservare ohe il segno — indioa qui il can- 
giamento, ohe dee subir la Figura quando l’angolo 
MAM' divien retto ; ciscostanza , la qual non per- 
mette più che le due linee AM , ed AM' sieno dal 
medesimo lato dell’asse AB, come s’era supposto in 
principio ; 1’ Algebra opera dunque sulla situazione 
di queste linee un raddirizzamento analogo a quello , 
che ha luogo per le soluzioni negative nei Proble- 
mi numerici (Vedete gli Elementi d’ Algebra. ) 
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y — C = — — «). 

91. Due linee, le quali ai tagliano , hanno 
al loro punto d 9 intersezione le medesime coordi- 
nate; dimodoché, per trovar quelle del punto 
d’incontro delle due rette date dall’ equazioni 

y — ax + 
y = a'x ~\-b’ t 

altro non dee farsi che supporre che l’ incognite 
x> e y hanno il valore (medesimo nell’ una , e 
nell 9 altra equazione : avremo in tal maniera 

* ax - 1- bt=z a'x ~\-b ' j 

il che darà 


i — .b' ab — ab' 



Si fa manifesto da questi valori che il punto 
di concorso è tanto più lontano dagli assi AB , ed 
AC quanto più la quantità a! — a è minore, e che 
finalmente ar, e y divengono infiniti allorché a 
= a , vale a dire allorché le rette proposte ces- 
sano d 9 d’incontrarsi , ovvero son paralelle. 

92. Può esser utile di conoscere la lunghezza della 
perpendicolare abbassata da un punto dato sopra 
una retta data ; e vi arriveremo cercando le dif- 
ferenze tra le coordinate di questo punto, e quelle 
del punto dove la retta data incontra la linea, che 
le è perpendicolare. 

L’ equazion della prima essendo 

y=zox~\-b t . 
quella della seconda sarà 

y — £==— 

tt 
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se «, e f denotano le coordinate del punto dato; 
ma si può por 1* equazione y = ax~\-b sotto la 
forma. 

y — — £ sss ax — f b — £ — OflS 3 

la quale riducesi a 

y — £r -=za(x — ■«) -\-b — £-| -a»; 


ed unita a y — £ = (x — a), essa darà 


( £ — ax — b) £ — ax — b 

x—x— ; — ; 5 J — b = — 


1 -J-» 


1 -fa 2 


Sostituendo questi valori nell’ espressione 

, + ( 88 ), 

avremo, per la lunghezza della perpendicolare 
cercata , 

£ — ax — b 
Vi -f a 1 

93 . Ciò, che precede, conduce all’ espressio- 
ne del seno, del coseno, e della tangente dell’ 
, che formano tra di loro due rette date. 

ys=ax-\~b, y = a x -\~b' , 

F equazioni delle due rette proposte : è manifesto 
che l’angolo, ch’esse fanno fra loro, non can- 
gerebbe se si facessero muovere ambedue para- 
lellamente a se stesse fino a tanto che desse pas- 
sassero per l’origine delle coordinate; ed allora 
le loro equazioni si ridurranno a 

yz=ax, y = a'x (87). 

In qnesto stato appunto io le considererò, e le rap- 


angolo 

Sieno 


' 
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presenterò colle linee AM, ed AM', fig. l\o. Avendo Kg. 4<». 
preso sopr’ una di esse un punto M',le cui coordinate 
sien denotate per «, e G , la perpendicolare MM r , 
abbassata da questo punto sull’ 'altra linea AM, 
fi — ax 

sarà espressa da ^ ^ , a motivo di b — o , 

(92); ma, se si faccia AM'=r, le coordinate del 
punto A essendo nulle , avremo 

«* + £* = r l ; 

e perchè il punto M' è sulla linea AM' , l’equa- 
zion della quale è jr = a'x , ne seguirà € — au; 

Questa equazione combinata con la precedente 
darà 

r a'r 

a , fc = ■ . — ; 

V'ì+o 5 Vi +a /a 

sostituendo questi valori in quelli della perpendi- 
colare , troveremo 

r(q' —a) 

vr+Wi -fa' 1 : 

e se si dà alla perpendicolare MM' il nome di 
seno , che le abbiamo assegnato nella Trigonome- 
tria, avremo 

sen M AM' = ~ o) 

prendendo r per raggio. 

Se si tolga da r il quadrato di questa e- 

spressione , avremo quella di AM*, ovvero del qua-* 
arato del coseno dell’angolo MAM', cioè 
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e prendendo la radice quadrata, otterremo 

r(i+a«) 

dos MAM — — , -- ; 

V(i +«*>(! 4-0 

finalmente, facendo r=i , ricaveremo da queste 
due espressioni , 

„ , sen MAM r c' — a 
tangMAM = cosMAM ^= 1 4 _ aa '* 

Avrei potuto dedurre immediatamente quest* 
ultimo valore dalla formula 

i . ' 

„ tane p ± tang q 
tang (p±q) = — 

riportata nella Tavola della pag. 34 » poiché l’an- 
golo MAM' è la differenza degli angoli BAM',d 
BAM , e che in conseguenza, se si denotino questi 
ultimi per p , e q , avremo 

f 

f a — a 

tan gp=o , tang ?=*, e tang(p— ?)==n^j 


come qui sopra ; ma questa formula riposa su 
quelle del num.® Il, ottenute col mezzo d’ una 
costruzione, ed io mi sono proposto di ricavare 
dalle sole equazioni delle linee tutto ciò, eh’ è ne- 
cessario per P applicazione dell’ Algebra a lla Geo- 
metria. 

94- L’equazione del Circolo ottenuta nel num.® 
83 non è che particolare j perchè si è dato al 
centrouna situazione determinata ponendolo nell* 
origine delle coordinate. Per generalizzar V equa- 
zione di questa corra bisognerà aver l’equazione 
del Circolo DED'E'j/Zg 1 . 36, prendendo per ori- 
F'j. 36. delle' coordinate il punto A v< situato in una 
maniera qualunque per rapporto al centro A ; e 
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per questo, sarebbe bastante di scrivere analitica- 
mente che la distanza da questo centro a cia- 
scuno dei punti della Circonferenza è eguale a r. 
Ora, se si denotino per p, eq le linee A'" A , ed 
A 'A, le quali saranno allora le coordinate del 
centro A per rapporto agli assi A' "B ' , ed A'"C\ 
e si faccia A"'Q = x, QUI —j, avremo (88) 

AM = i-= V (x—pf -\-{jr—qf , 

di dove ricaveremo, quadrando i due membri , e 
sviluppando , 

X* — 2 px -f- p 1 — 2 +?* — r *- 

Quest’ ultima equazione è la più generale* 
che possa ottenersi pel Circolo riportandolo a 
delle coordinate rettangole i dessa non può esser 
particolarizzata che per la determinazione delle 
tre quantità costanti p, q, e r, delle quali le 
due prime fissano la posizione del centro, e la 
terza rappresenta il raggio. Segue da ciò che son 
necessarie tre condizioni per determinare la po- 
sizione, e la grandezza d’ un Circolo : questo è 
pure ciò, che abbiamo veduto negli Elementi di 
Geometria. 

Se si volesse determinare il Circolo, il quale 
passa per tre punti , di cui le coordinate sieno 

a e G, cs^e et" e C", 

porrebbonsi a , a!, a in luogo di x, e G, £', G’’ 
in luogo dij^j formerebbersi in tal maniera le 
tre equazioni 

a — 2 px -f- p*-\- G 1 — tqG -\-q % ■=. r 1 i 
a! z — 2 pot -f- p*-f-* G ,x — 2 qG' -J- q* = r 1 , 
a" 1 — 3pa''-4- p’-f- G"^2 qG"+ q 1 = r% 

IO 
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le quali non contengono che tre incognite , cioè 
p s q, e r. 

Se si toglie successivamente Ja prima dalla 
seconda , e dalla terza , avremo , scancellando i 
termini , che si distruggono , 

) P -Ke-e' )q}-(u-- 

2 |( a _ a ") /7 _j_(C—C' , ) 7 }— ' 2 )—(€ I —€ , '0=o; 

.qneste due equazioni non contenendo p, e q se 
nbn che al primo grado, fan vedere che il centro 
del Circolo cercato non può aver che una sola 
posizione; e quanto al raggio, siccome si ha im- 
mediatamente 

r=zy/<x 1 —**2,pu -j-p' , 

esso non è snecettibile che d’ una sola grandezza : 
non si può dunque far passare per tre punti che 
un solo Circolo. 

I resultati della risoluzione dell’ equazioni di 
sopra, essendo inutili a ciò, che dee seguire, io non 
la terminerò , ma farò osservare eh’ essa potrebbe 
abbreviarsi per l’ effetto della simmetria di queste 
equazioni, la quale condurrebbe facilmente alla 
costruzione data negli Elementi di Geometria. 

5)5. L’ equazione generale del Circolo 

j: 2 — 2 px~f-p 2 *— 3 qy -j- q~ = r* 

si semplicizza in più maniere , le quali meritano 
d’essere osservate, perchè le^rrae , eli’ essa prende 
allora, sono impiegate frequentemente nell’Ana- 
lisi. 

Se vi si faccia p = e , ^=o,si ricade sopra 
**+. y~^r\ 

Per porre 1* origine delle coordinate sulla Cir- 
conferenza Jdcl Circolo , serve di fare j) z -\-q*z=zr z T 
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poiché esprimendo allora la distanza 

del centro dall’origine, ne segue che questa di- 
stanza è eguale al raggio : l’equazione del Cir- 
colo riducasi in questo caso , per motivo di quella 
che abbiamo già posta , a 

x x — Zpx-^y* — = o. 


Finalmente, se !per maggiore semplicità si 
prendesse 1 ’ origine all’estremità D' del diametro, 
il centro trovandosi allora eoli’ asse dell’ ascisse, 
la sua ordinata diverrebbe nulla , la sua ascissa p 
sarebbe eguale al raggio r, e l’equazione suddi- 
visala cangerebbesi in 


X 1 2 TX = C. 

Quest’ ultima equazione, e la prima x 1 ~\-y % dcr > ' 
son quelle dell’ equazioni del Circolo, delle quali 
si fa un uso il più frequente. 

, 96. Essendo ben inteso ciò, che precede, tutti 

i Problemi, i quali posson proporsi sulla linea 
retta, e sul Circolo, si riducono facilmente all’ 
Algebra, senza che siavi bisogno di ricorrere ad 
altre proprietà delle Figure che alla relazione , 
eh’ esiste fra i tre lati d’ un triangolo rettangolo 
(*). Sia, per primo esempio, questo Problema 
Essendo date due linee rette AE , e DE, 


(*) Nelle Note, ohe il Sig. Legendre ha poste %]la 
finede’suoi Elementi di Geometria, egli deduce questa re- 
laziono dalle prime conseguenze della soprapposizion 
dei triangoli eguali con un mezzo elegantissimo : ma 
le considerazioni , ch’egli impiega per quest’ oggetto, 
sono disgraziatamente troppo astratte per non poter ser- 
vire di base ad un Libro elementare, e portar nello spi- 
rito quella convinzione intima, la quale resulta dallo 
nozioni ricevute immediatamente da’ sensi. 
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Fi 8 - 4«* 41 ^ dagli angoli , eh’ esse fanno con una terza 

AB, e dalla parte AD, eh' esse intercettano su 
questa terza , trovare sopra una linea AC, per- 
pendicolare ad AB, un punto G, pel quale con- 
ducendo unarettaCrK paralella ad AB, la porzione 
HK compresa tra AE , e DE sia ef una gran- 
dezza data. 

Per formar 1’ equazioni delle rette AE , e 
DE, chiamo a , ed a le tangenti degli angoli 
EAD , EDA, ch’esse fanno respettiva mente con 
la retta AB ; prendo quest’ ultima per l’asse dell’ 
ascisse, delle quali pongo 1’ origine nel punto A, 
nello stesso modo che quello del le coordinate^, ch’io 
concepisco paralellei ad AC; e fo AD=a. La 
prima retta avrà per equazione^ z=.ax , poiché 
essa passa pel punto A ; la seconda dovendo pas- 
sare pel punto D, pel quale si ha 

y m o( 85) , e 

sara * 

J — — a (x — ct) , 

osservando che^ diminuisce mentre che x aumenta, 
e che in conseguenza a' dehb’ esser presa negati- 
vamente : avrem dunque le due seguenti equa- 
zioni 

y~ax , y = — a'(x — a). 

Per ottenere i punti H, e K, dove le rette, 
che dette equazioni rappresentano , incontran la 
linea GR paralella ad AB , serve di farvi t /=AG ; 
«e dunque si pone AG=£, avremo 

t — ax, t = — a' (a: — «): 

prendendo il valore di x in ciascuna di queste 
equazioni, conseguiremo 
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t eia t 

a ’ a' 

Quest’ espressioni son quelle delle ascisse Ah 
ed Ah, la differenza delle quali somministra hk 
= HK. a morivo delle paralelle; e denotando 
per m la grandezza , che debb’ avere HK. , tro- 
veremo 


eia ’ — t t 



di dove ricaveremo 

aa'm = ciao! — • ta — ta , 
e per conseguenza 

( a, — m ) aa' 

a — J— a 

Tal è il valore di AG , che soddisfo al Problema 
proposto. 

97- Suppongo che, in vece di dare alla linea 
HK una grandezza cognita, si dimandi eh’ essa sia 
eguale alla linea AG; ciò, cheriducesi ad inscri- 
vere un quadrato in un triangolo (66). In questo 
caso, in vece d’eguagliare a m l’espressione di 
HK, bisognerà eguagliarla a t ; il che darà 


da' — -f t 



di dove ne dedurremo 

. „ aaa 

* ; 7 • 

aa 4 -a-j-a 

98 . Sia proposto ancora il Problema seguente 
digià risoluto nel n /78 : Da un puntoli, fig. 35, Fi s 
posto come vorremo , condurre una retta in°modo 


> 


. 33. 
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ehe la porzione D'F' di questa retta , intercetta 
tra due linee , le quali forman tra loro un angolo 
retto BAC , sia d’ una grandezza data. 

Se a , eC denotino le coordinate del punto 
dato E , y — G = — a(x — a) sarà l’equazione 
della retta ED' condotta per questo punto. Per 
ottener la lunghezza di D'F', serve determinare 
AD' , ed AF', vale a dire il valore di y allorché 
x -=- o , e quello di -V allorché y == o ; ipotesi , le 
quali somministrano l’ equazioni. 

y — C := aot , — ■ *■ £ — a ( x — -• ot ) , 

dalle quali ricavasi 

6-4 —au. 

y-=-£ -j-a<* = AD r , x=z — - — AF ; 

V . _ 2 - 2 ' 

AD' -f* AF' , ne resulta 

P'D'c^/ (€+p!a)*4'^( f + aa ) S =-^V / r|r a a > 


Ponendo F'D ' = to, ed alzando al quadrato, per 
far disparire il radicale , s’ottiene 

: • m -=('±£ì)o+o. 

Quest’equazione essendo sviluppata, e ordi- 
nata per rapporto alla lettera a , ai cangerà in 


2,£ , £ % -\^st 7 ' — m 

1 a a 


1 a , aC . C 1 

a -4 a — j — j=0; 

1 « « 


ed asoende, come si vede, al quarto grado; ma, 
se si faccia £ = et , vale a dire , se si prenda il 
punto E ad egual distanza dei due assi AC , ed 
AB, essa diviene 
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2» 1 — »** 

« 4 -j-* 2 a 5 -j — a -j- 2a -J— 1 = O , 

CL 

e rientra nell’equazione ( 3 ) dei n.* 78 allorché 
cangiasi a in z , ed « in a. 

99. Fo adesso l’ application delle formule , 
che ho trovate per la linea retta, alla ricerca 
delle principali proprietà del triangolo. Prendo 
a quest’effetto due punti M, e M', fig. 4 a s i Fìg. 4». 
quali formino coll’ origine A un triangolo qua- 
ue : denoto le coordinate del primo punto 

per et , £ , 

quelle del secondo per. . . . . .et , £ : 
le distanze AM , AM' , MM' , le quali formano 
i lati di questo triangolo , saranno , seguendo il 
n.° 88, espresse respettivamente da 

V / «' i + £' a , ^/{et—ctf + (£'~C)\ 

Se si fa AM=c , AM'=c', MM'=e" , avremo queste 
equazioni 

c a + £\ 

c ,x =. a" 1 — futa -f + C 1 _ 2 £'£ + £ a , 

e se si tolga l’ ultima dalla somma delle due prime, 
conseguiremo 

c z + c ,% — c"* == 2 («e' 4- ££' ) , 

di dove 



«*' + ££' 



2 


Liquazioni delle linee AM, ed AM' saranno 


£ 

• 7 ~r 


£' 


X , 


/*( 8 7 )i 
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il coseno dell' angolo , ch’esse forman tra loro , 
avrà per espressione (93) 

V actj ___ rfra' + gQ 

V / ( l +7)(*4Ì)‘ _ ^ +€ ‘ )<I '‘' Kr 

Facendo il raggio r=i , come quello delle Tavole 

dei seni , e sostituendo in luogo delle quantità 

«--f-C 1 » x'*-\-G' 2 , ctu! i loro valori c 2 , c 2 . 

p?±c’ 2 —c" 2 

— ? , otterremo 

2 <. 5 


cos MAM' = 


** 1 ' a 
' -j-C < 


equazione, la quale dà una relazione fra i tre 
lati del triangolo MAM', ed un de’ suoi angoli. 
Se si fa attenzione che l’ angolo MAM è opposto 
al lato MM' = c", saremo convinti che si debbono 
avere per gli angoli AMM', AM'M, respettiva- 
mente opposti ai lati AM'=c', AM = c, l’ equa- 
zioni 


cos AMM': 


cos AM'M: 


>1 1 11 i 

c -|-c — c 


_ ' Il 

2 c c 


Denotando dunque per y" , y' , y o-li ano-oli 
MAM', AMM', AM'M, otterremo le tre equa- 


zioni segmenti 

n 


c 2 c 2 — acc'cos y"=i c " 2 ) 
c 2 -J- c" 1 — 2 cc"cos y ' = c ' 2 /(A). 
c 2 -\- c" 2 — acV'coe y =c 2 ) 


- Digitized by Google 



, ALLA GEOMETRIA. l53 

Se si sommino insieme la prima, e la seconda 
di queste equazioni , poi la prima , e la terza , poi 
la seconda, e la terza, otterremo tre resultati , i 
quali diverranno respettivamente divisibili persie, 

2 c , 2 c' allorché avrem scancellati i termini co- 
muni ai due membri di ciascheduno, ed i quali da- 
ranno pure 

c — c' co 8 y' -—c"cos y'= q ) , 

c — c eoa y — c cos y = o > ( li ). 
e" — c cos y — c cos y = o ) 

È bene osservare che queste equazioni si ot- 
tengono immediatamente abbassando successiva- 
mente da ciascun angolo del triangolo una per- 
pendicolare sul lato opposto , e calcolando i seg- 
menti di questo lato. 

Si ha nella Figura 1 6 Fig. *6. 

BD = AB cos B , CD — AC cos C , 

BG =: BD-j-GD=AB cos B-f-AC cos G. 

Facendo BG = c , AB = c ' , AG = c 1 , e conser- 
vando le denominazioni degli angoli, conseguiremo 

c-~c cosy '4-c' cosy ,oweroc — c , co8y ,, — c 'cosy’— o. 
Arriverebbesi nella stessa maniera alle due altre 
equazioni (B). 

loo. Benché quest’ equazioni sicno in numero 
di tre, desse non posson frattanto far conoscer i 
lati allorché i tre angoli sono dati ; poiché , se si 
cercassero i valori di c, c', c" col mezzo dell’ 
espressioni generali dell’ incognite , determinate 
dalle tre equazioni di primo grado , troverebbesi o, « 
a causa che il termine cognito manca. Ma queste 
medesime equazioni si cangiano in 

i — pcoay" — ^cosy'=o 
p — cos y" — <7 cos y = o 
q — cos y — p cos y = o 
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J * r 

cc 

allorché si fa — ==p , — —<?* esse danno allora 
c r c 

il rapporto de’ lati del triangolo proposto , e resta 
di più un’ equazione di condizione, la quale si 
ottiene eliminando p ,e q. Questa equazione è 

1 — cosy' 2 — cosy'* — cosy 2 — •2cosy"cosy'eosy:=o , 

ed il suo primo membro è precisamente il deno- 
minatore comune dei valori dell’ incognite c, c , c" 
dedotti dall’ espressioni generali citate qui sopra. 
Eguagliando questa quantità a zero , i valori dei 
lati c , c , c' divengono £, ed i lati restano in 
conseguenza indeterminati, come lo dimostra la tra- 
sformazione operata sull’ equazioni (B). 

L’equazione di condizione, che abbiamo in? 
dicata , contiene la relazione , che debbono avere 
tra loro i tre angoli y , y , y" perchè la loro 
somma sia eguale a due retti, come lo esige la 
natura del triangolo rettilineo. Per assicurarsene 
bisogna col mezzo de’ valori di sen (p±f), cos (p± 7 ) 
(il) sviluppar l’equazione cos ( a* — y" ■ — y ) 
= cos y : troveremo primieramente 

*— cos(y"-|-y , ) = coa y , 

osservando che sen 2 f = o, e cos 2* = — 1 ; ot- 
terremo in seguito 

— cos y" cos y ' -L. S en y" sen y' =s cos y , 
di dove 

cos y -}- cos y" cos y = sen y" sen y' , 
(cosy-j-cosy"cosy') 2 =rseny" 2 seny' 2 === 

(l — cosy" 2 ) ( i — cos y' 1 ) ; 

e dopo le riduzioni ricaderemo sull’ equazione 
suddivisala. 
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È sproposito i’ osservare che Feqoazioni (A) 
son, per rapporto ai triangoli rettilinei ciò , che • 
l’ equazioni (B) del num.° 47 sono a riguardo dei 
triangoli sferici , e condurrebbero, per mezzo di 
semplici trasformazioni, alle formule della riso- 
luzione dei primi triangoli. 

loi. Per aver l’area del triangolo MAM' , 
fig. 42, bisognerà dal punto A abbassare una per- Fi S- <*• 
pendicolare AD sul lato MM' , il quale passando 
pei punti M , e M' , le coordinate dei quali sono 
(t e € , et e G' ha per equazione 


g'—g 

y — G=—, (ac — a), 

et — et * 


G' — G uG—G'ct 

ovvero y— ; . 

et — a 1 al — et 

Paragonando quest’ ultima equazione colla 
formula y—ax -f-ò, troveremo 



ttG — G'tt 
a! — et 


ma se s’osserva che nel n.° 92 le lettere a, e G de- 
notano le coordinate del punto, dal quale partesi 
la perpendicolare, coordinate , le quali 6on nulle 
nel caso attuale, poiché questo punto è l’origine, 
l'espressione della perpendicolare riducesi a 

— b ctG — G'ct 

v'i + u* V( x ’—xT +{£'—£)' ’ 

e ponendo c" in luogo di («' — «)*-|-( G'—G ) T 
otterremo 


. „ otG' —a'G 

AD = p — . 
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Con questo valore avremo per l’area del trian 
golo MAM' 

MM'XAD _ — «C 

.... — — s -r:,, - • 


espressione assai notabile , perchè dessa dà l’ area 
di tutti i triangoli , i quali hanno il loro vertice 
nel punto A, mediante le coordinate dei vertici 
degli angoli adiacenti alla lor base. 

Si può cangiare la detta espressione in un* 
altra , la qual non dipenda che dai lati. Per questo 
bisogna multiplicare tra loro le due equazioni 

2 I /oZ 2 1 2 I to' 2 92 

CL — )-* b C j Ct "j* G C j 


e togliere dal prodotto il quadrato di 
c c — - c 
3 




•; conseguiremo 


c' n 

4 

prendendo le radici quadrate , e riducendo tutti 
i termini del secondo membro al medesimo deno- 
minatore, troveremo 


r 


«r+a' *C l — aaa'CC' = c V 


ttC' —u'Q — h V^ 4 cV 2 — (c 2 -f c' 2 — c" 2 ) 2 , 
e F area del triangolo MAM' avrà per espressione 

^4c 2 c' 2 — (C 2 + c' 2 — c" 2 ) 1 
lo sviluppo della qualé s’ accorda col resultato del 
n.° 64. 

102. Se si concepisca adesso un quarto punto 
M", le cui coordinate sieno a", S" , e si rappre- 
sentino per d , d ! , d" le distanze AM 7/ , MM W , 
M'M", avremo 

«" 2 + C " 2 = <* 2 

(»" w «) 2 J -( r — e ) l =^' 2 

(«"— «o 1 
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Sviluppando queste equazioni , e sostituendo nelle 
due ultime, in luogo delle quantità «* - j-£ 2 , ct % 
-}- €’* , « /(1 -j- €"* , i loro valori c 2 , c' 1 , e zi 1 , ot- 
teremo 


c + d z — 2 (a x "+ S €") = d' 1 

c'*-f z* a - a (fi a* -f 6'€") = d" 1 ; 

«e, per abbreviare, si faccia 
— d , = 


avremo 


*=*'«"+ c'c". 

Prendendo in queste equazioni il valore di et ’ , e 
quello di Q ," , i quali sono 


x 


£ d —C d^ 

«r— «'£’ 


/B> ,_ ad /i —g'd / 
— c&’ — oX* 


per porli in a" 2 -{-’£"* = <f 2 avuto riguardo all* 
equazioni a 2 4-C 2 =e’, «'* -j-f'* = c ' 2 , trove- 
remo 


‘'XVX*- (<*£'— «'^(C). 

Rimpiazzando in seguito le quantità ««'-}- 66', e #C' 
— ctQ coi loro valori 

~ +P 2 * i V4cV 2 -( c 2 +c' 2 -0 2 

ottenuti qui sopra, e rimettendo 

c* + <**_** + — <*"* 


t 
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15$ APPLICAZIONE DELL* ALGEBRA 
per d t , d u , questa equazione altro non conterrà 
che le eei distan ze 

AM, AM', MM*, AM", MM", M'M", 

le quali formano i quattro lati, e le due dia* 
gonali del quadrilatero AMM'M". Allorché i quat- 
tro lati di questo qaadrilatero , ed una delle sue 
diagonali saranno cognite, potremo trovare l’altra 
diagonale. 

lo3. Se si volesse determinare il punto M" 
mediante le condizioni che le tre distanze AM", 
MM", M'M" fossero eguali, questo punto sarebbe 
allora il centro del Circolo circoscritto al trian- 
golo proposto, ed avrebbesi 

d=d' = d' , i 
ciò , che somministrerebbe 



l’ equazione (C) diverrebbe 
cV 4 4-c V— acV^'+ee') = 4 d\a^'—u£)\ 

e si ridurrebbe a 

cVV'^i^SS 

ponendo per out -j- ££' il suo valore , ed osser- 
vando che, se si denoti per S la superficie dei trian- 

u£'—*'C 

golo AMM' eguale a (101), avremo 


a 


(«e'— «f) 1 =4S 


Ricavasi da ciò 


d=- 


cc'c" 

4S“ ? 
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espression semplicissima del raggio del Circolo 
circoscritto al triangolo proposto ; © scrivendo 
C a c * . 

“ 5 © — in [luogo di d /t e d„ nei valori di a " , 

© di si hanno le coordinate del centro di questo 
Circolo. 


104 . Non sarà nulla più difficile di trovare 
le coordinate del centro del Circolo iscritto, ed 
il raggio di questo Circolo. In questo caso il punto 
M" , fig. 43, si trova al didentro del triangolo , ^'8- 4 3 * 
ed in una situazion tale che le perpendicolari ab- 
bassate da questo punto su ciascuno de’ lati AM, 

AM' , MM r son eguali tra loro. Per esprimere 
analiticamente questa circostanza, serve di formar 
P equazioni delle tre linee suddivisale , e di de- 
durne, mediante la formula deln. 0 88, le lunghez- 
ze delle perpendicolari condotte dal punto 
M", di cui le coordinate sono a", e£". Ora queste 
equazioni son respettivamente 





a'C — 


(88); 


le perpendicolari abbassate su ciascuna dì esse 
avranno per espressione 


— a' £" — et"? 

v' a 1 -f e 1 * 

c£’ — a' e 

v(«'— ! 


\ 
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e potranno scriversi nel modo seguente 


o// "/O 

0b — b 


JC — oi’Z 


— (u£" — «"£) — («"€' — a'S”) 4* (* C'— *0 


ponendo pei radicali i loro valori c, c , c". 

Se ci rammentiamo adesso che la formala , 
che dà la perpendicolare abbassata da un punto 
sopra una linea , è stata ottenuta mediante un’ 
estrazion di radice quadrata , e eh’ essa è in con- 
seguenza suscettibile d’ esser presa positivamente, 
o negativamente, ne concluderemo che ciascuna 
dell’ espressioni suddivisale ha due valori. Per 
non impiegare che quelli, i quali son positivi, 
fa di mestieri osservare che, dietro alla Figura, 
la linea AM allontanandosi di più dall’asse dell’ 
ascisse AB che la linea AM , ed il punto M" 
essendo compreso traila prima, e la seconda, 


deesi avere 

c e" 


c' e 

— >- 
OC OL 


ovvero , ciò eli’ è la stessa cosa, 

dal che ne segue che, per dare un valor posi- 
tivo , l’ espressione della seconda perpendicolare 
debb’ esser presa con de’ segni contrarj a quelli, 
eh’ essa ha qui sopra. 

Dipiù il punto M trovandosi al disotto della 
retta MM', di cui l’ equazione è 

6 ' — e u'G—uG' 

+ — -, 
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fa di mestieri che 


i<5t 


G"<- 


re'— G „ . «G— «G' 


a 


i de — a 

, -n G — G „ «G — oe G 

ovvero che G •< -a ^ r~» 

Ur—~tt. 1 a — « 

il che somministra 

«G" - a'G" < a"G — #"G' -f «G' - a'G , 

ovvero 

• a&" — a"G -f- a"G' — a'G" < oG'— a'G ; 

condizione, dietro la quale l’espressione della terzi 
perpendicolare è positiva. 

Se, dietro a queste considerazioni, si feccia 


«G"~ «"G 


/ibW 


=^e. 


a"G' — cs'G' 


(«G 


a"G) — («"G'— a'G") + («G' — «G) . f 

* - ■ - e i 

e si sommino i prodotti ec,èV,, e"c" , consegui- 
remo, mediante le riduzioni, 

ec -j- e'c *-|- e'c" = aG' — a'G. 

Quest’ equazione è facile a verificarsi ; poiché i 
prodotti eo , e'c ' , e'c" esprimon le aree de' trian- 
goli AM "M, ABT'BI', J1M"M' moltiplicate persi; 
la somma di quest’ aree è eguale a quella del 
triangolo totale AMBI' , la quale abbiam denotata 
per S, e si ha 

óG' — «'G = 2S(iol). 

Allorché e = e = e" s’ ottienei m mediata- 
mente 

' ■ 2$ 


c+c'-j- c" ! 


11 
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TÓ2 applicazione dell’algebra 
c quando e = c' =c'* a’ ottiene 



La prima di queste espressioni è quella det 
raggio del Circola iscritto 1 , e la seconda fa vedere 
che se da un punto qualunque preso nell’ interno 
d’ un triangolo equilatero si abbassi una perpen- 
dicolare su ciascun de’ lati di questo triangolo, 
la somma di queste tre linee sarà eguale alla sua 
altezza ; poiché , prendendo il lato c per base , e 
chiamando A l’altezza, si ha S== beh. il che dà 
e _J_e'4-e" = A. 

Potrebbesi pur ricavare un gran numero di 
conseguenze dalla teoria, che ho esposta, ma ciò,, 
che precede, serve per questa Opera; ed osserverò 
che esistono pei poligoni rettilinei qualunque dell’ 
equazioni analoghe all’ equazioni (A), e . (B) del 
n. 99, le quali si ottengono nella stessa maniera, 
e condurrebbero alle proprietà di questi poligoni, 
come quelle conducono alle proprietà del triangolo. 
Il Sig. Lagrange ha dato sulle piramidi una Me- 
moria, alla quale ciò, che si è detto , può servir 
di preliminare , e ehe si estenderebbe ai polièdri 
facendo uso delle formule riportate nel quinto Ca- 
pitolo del primo Volume del mio Trattato del Cal- 
colo differenziale , e del Calcolo integrale (*). 

lo 5 . La combinazione dell’ equazione della 
Circonferenza del Circolo con quella della linea 


(*) Vedete pure la P oli fonometria dell’ Huilier , la 
sua Polièdrometria inserita nel primo Volume delle 
Memorie presentate all' Istituto da dei Dotti stranieri , la 
Geometria di posizione di Carnot , e la sua Memoria sulla 
relazione, eh' esiste traile distanze di cinque punti qua- 
lunque presi nello spazio. ■ 



ALLA GEOMETRIA. l63 

retta , conduce alle diverse proprietà , le quali re* 
sultano dall’incontro di queste linee, e dà la so- 
luzione di tutti i Problemi nei quali l’incognita 
non passa il secondo grado. 

Sieno x 2 -j-y 2 — r* , y — — queste 

due equazioni : impiegarle alla determinazione di 
.r,e di y } ovvero considerarle come contenenti le 
medesime incognite , vuol dir supporre che i punti, 
ai quali appartengono le coordinate X t y , son si- 
tuati nel tempo medesimo sulla Circonferenza del 
Circolo, e sulla linea retta proposta , vale a dire, 
sono le intersezioni di queste linee ; ed in generale 
egli è manifesto che, per tfovare i punti d’incon- 
tro di due linee qualunque, serve supporre che le 
loro equazioni non contengano che le medesime 
incognite. 

Eliminando in primo luogo y col mezzo del 
suo valore preso nella seconda equazione , trove- 
remo 

x~ -f- ( ax G — aa ) 2 = r\ 

Questa equazione del secondo grado essendo svi- 
luppata, darà dne valori di #, perchè infatti la li- 
nea retta dee incontrare in generale il Circolo in 
due punti; ma si può arrivare a dei resultati più 
semplici prendendo per incognita la distanza dei 
punto, di cui le coordinate sopo a, e 6, da uno 
de’ punti d’intersezione della retta , e del Circolo : 
se si denoti questa distanza per z , avremo (88) 

z=zV(x — o^-f-cr — O a , 

di dove ricaveremo 

» 

e ponendo per y — S il suo valore a (x — et ) , con- 
«eguiremo 
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z 1 ==(r — a^Ci + a 2 ), 
donde ne dedurremo 
z 


x — c 

il che darà 
x = x-\- 


vrp?* 


■— c = 


az 


Vi-j-a 1 ’ 


Z 


^ 7 +^’ 


.r — £ + 


az 


>/i -j- ( 


Sostituendo questi ultimi valori nell equazione 
x z s== r* 9 la cangeremo in quest’ altra 

2 ?az 




2«Z 




u z 


!+ a 
la quale riducesi a 

2 (flt- 7 ^ a ) 


V i-j-a 
L z J rCl --J r £'-—r 1 




Z 1 —I— \ ^ Z — Ct -V~ 6> ™" —> T — — O j 

^Vi + a* 

e che farà in primo luogo conoscere z, ed in se- 
guito* x , e / col mezzo dell’ espressioni prece- 

v .denti. . . _ 

44. Egli è manifesto che, se il punto E , fig. 44 > 
è quello y di cui le coordinate sono a, e 6 , e che 
MNM', ed EM sieno il Circolo, e la retta pro- 
posta, a esprimerà la tangente dell angolo EeB , 
ed i due valori diz apparterranno alle rette EHI, 
ed EM'. 

106. Si sa per la teoria dell’ equazioni che 
l’ultimo termine è il predotto di tutte le radici; 
se dunque si chiamino z , e z quelle dell equa- 
zione suddivisata, avremo 

r il z I _1 

z z = a -f-fc — 7 » 

espressione, la quale non dipendendo dalla quantità 
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«, resterà la medesima qualunque sia questa quan- 
tità, vale a dire, qualunque sia l’ angolo EeB, di cui 
essa è la tangente; e siccome z',e z' rappresen- 
tano le due linee EM, ed EM , segue da ciò che 
il prodotto EMXEM' è il medesimo per tutte le 
linee condotte pel punto E , ovvero che, se si tiri 
una seconda secante E/»' , avremo 

EMX EM' = Eot XEw , 

di dove resulta che le secanti EM', ed Em sono re- 
ciprocamente proporzionali alle loro parti esterne 
EM , ed E»» , così come dimostrasi negli Elementi. 
Allorché il punto E è al diiuori del Circolo, 

si ha 


poiché a 1 -j- £ z esprime il quadrato della distanza 
del punto E dal centro A ; ma quando questo punto 
è interno nel Circolo, come lo dimostra la Fi- 
gura 45 , z, e z" son disegni differenti, perchè fì„, 
l’ultimo termine a 2 -|-C 2 — r 1 divien negativo a 
motivo di « 2 £ 2 <C r 2 . D’altronde il prodotto 
EMX EM' resta indipendente dall’ inclinazione 
della linea MM' per rapporto ad AB; e condu- 
cendo pel punto E una seconda corda mm , si 
ha ancora 

EM X EM'= Em X E»»' , 

di dove resulta, come si dimostra negli Elementi , 
che le corde d’un medesimo Circolo si tagliano 
in ragione reciproca; e si vede che questo Teo- 
rema , ed il precedente non ne fanno, a parlar pro- 
priamente , che un solo , poiché dessi deducoosi 
dalla stessa equazione. 

Ricavando dall’equazione 




V i+i 



\Z. 
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i valori di z , si trovano 


— (ec-l^Ca) -f*Vr r (T -j- o 1 ) — (£ — <*®)_ * 

" VTT? 


.. -c»+ea)-Vr-(»+^)-(e—^ .i 

1 ~ vr+s 

tali son F espressioni delle linee EM, ed EM . 

Desse posson essere semplicizzate cangiando 
le coordinate in modo che le ascisse x , od dtsien 
Fig- 44* prese sulla retta AE 3 fig- 44» <l ua ^ e unisce il 
punto E col centro A del Circolo proposto , par- 
tendo sempre da questo punto , e le ordinate essendo 
perpendicolari a questa retta : avremo allora 


6 = o, d8 = AE, 


„ — a— Vr^i + a 1 ) — «V ; 

z — — 

Vi + a 1 

l’equazione al Circolo non cangerà punto, ma 
quella della retta EM diverrà 

yz=za(x— a). 

107. Supponendo che il punto E sia esterno 
riguardo al Circolo , si ottiene 


MM , ==EM / ^EM= 2 ^ r *( 1 + fl *)~~°— 

V'i + a* 

ma egli è manifesto che questa linea diminuisce 
a misura che la linea EM, girando intorno del 
punto E, tende ad escir dal Circolo,' ed i punti 
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M , e M' finiscono con coincidere in N allorché 
questa line» non ha più col Circolo che un sem- 
plice contatto: a questo punto si ha dùnque MM =o, 
ed in conseguenza 




■a* a , 2 = o. 


c* x. — / • 

Va 2 _ r 1 

■*} 

Ecco T espressione della tangente trigonome- 
trica dell’angolo, che dee fare con una linea AE 
atta linea EN condotta pel ponto E in modo da 
toccare il Circolo, ed in conseguenza la soluzione 
algebrica di questo Problema : Condurre da un 
punto preso fuori d’ un Circolo una tangente a 
questo Circolo. 

108. Le medesime considerazioni serviranno 
pure a determinar la tangente condotta da un 
punto preso sulla Circonferenza del Circolo; e 
per maggior generalità porrò questo punto in una 
maniera qualunque. Denotando sempre per e Q 
le sue coordinate, avremo per l’equazione del 
Circolo , alla quale queste quantità debbono soddi- 
sfare , 

« a 4 -£ s = r\ 

U che ridurrà 1* equazione 

- . a (ct^Gd) , ■ 

z A > ■ z 4- a 4- € — r* = o 

*' Vi +a 9 ■ . 

* , a (a + Ca)_ 

a • z - 4 — ■ ), , zzz & — — O ; 

^ Via-** 

ed in questo stato essa si decompone in 

2 (uAr^ a ) 

2 = 0, zA — \ ... — o - , . 

. ' . Vi -A a* • 
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le sue radici saranno dunque 


*"=• 


Vi+a* 

e la differenza di questi valori, ovvero la lun- 
ghezza della porzione della secante compresa nel 
Circolo , sarà 

2 ( a -{- Qa ) 

Vi 4-a 1 

Affinchè questa quantità svanisca bisognerà che 
s’ abbia 


x -J- 6a = e. 


ovvero a =. ■ 


x 

T' 


resultato, il quale s’accorda con ciò, che di- 
mostrasi negli Elementi; poiché la retta con- 
dotta pet centrò del Circolo, e pel punto, le 
cui coordinate sono a t e 6 , ovvero il raggio AN, 
• > . £ i 

avrebbo per equazione y = — x (87); l’equa- 

zione y— C=t= a (x — a) divenendo, pel valore di 

a trovato di sopra , ^ — 6 - (a; — a), Tap- 

# * • 

presenterà la retta perpendicolare a questo raggio 4 
e che passa pel punto, di cui le coordinate sono 
X, e £, vale a dire per la sua estremità N (90). 

Se si volesse conoscere la distanza dell’ ori- 
gine A delle coordinate dal punto ove la tangente 
NT incontra l’asse delle ascisse, bisognerebbe, 
nell’equazione di questa tangente, far ^ = 0; il 
che darebbe 


a), 


e x — 


a'+e 1 
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a motivo di a -f*C 1 = r ,a . 

109. Si può mediante quel, che precede, ri- 
solvere il Problema seguente. Trovare la posizione , 
ohe dee aver la linea EM condotta pel punto 
dato E, perchè la parte MM' di questa linea com- 
presa nel Circolo sia et una grandezza data m. 
Affin d’arrivare a dell’ espressioni più semplici, 
prenderei, come alla fine del n.° 106, la linea 
AE per asse delle ascisse, ed eguagliando a m la 
differenza de’ valori di s, ottenuti nel n.° 107, 
avrei 

aV'r'O+a*)— aV 


m : 


■ a 


V l-j-4 

facendo sparire i radicali, conseguirei 
i»*(i -f-a 2 ) = 4r*(l 
di dove ricaverei 

v'p"! 


m 


Vfa 2 — 4r a -f m 2 * ! 

sostituendo questo valore in y=a(x—x ) 3 otter- 
rei 1 equazione della retta cercata. 

Sin qui non è che la soluzione analitica del 
Problema , il quale mi occupa ; fa di mestieri 
adesso costruir l’ espressione suddivisala. Affine di 
pervenirvi, osservere mo in primo luogo che il. nu- 
meratore ^4 r 2 -—m 2 esprime il lato d’ un trian- 
golo , di cui 2 r è l’ ipotenusa, e m il terzò lato. Da- 
remo in seg uito al deno minatore 4 rl,- h m * 

l a forma V — • ( 4r * — ■ nt' ) , equivalente a 

W-o^ r 2 — tn 2 y, e che fa vedere che questo 
denominatore è pare il lato d’ un triangolo ret- 
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tangolo avente *per ipotenusa su, e per terzo 

lato il radicale V —ni ' , ovvero il numeratore, 
del quale ho indicata la costruzione. 

Denotando per q, e per p le due linee, le 
quali otterremo con queste operazioni, io ho 



l’equazione y—a {x — «) diviene 

!(*—«), 

Y 

e ne resulta che, se si prenda sopra AE, a par- 
tire dal punto E , una distanza EF = p , e per 
l’altra estremità di questa distanza s’inalzi una 
perpendicolase FGr=q , la retta , che unirà l’e- 
stremità di questa perpendicolare col punto E , 
godrà della proprietà compresa nell* enunciato 
del Problema; poiché l’ angolo FEG avrà per tan- 

. . q FG 

gente trigonometrica 

P 

no. Debb’ essere manifesto, dietro a ciò che 
precede, che i Problemi di Geometria possono 
esser trattati con due metodi ben distinti : l’uno 
consiste nel determinare 1* equazioni delle linee, 
le quali contengono i punti cercati , partendo dalle 
proprietà di queste linee ; e l’ altro nel dedurre 
immediatamente dalle considerazioni de’ triangoli 
simili, e de’ triangoli rettangoli , che presentala 
Figura resultante dal Problema, supposto risoluto, 
col sussidio ancora di qualche costruzione prepa- 
ratoria, le relazioni delle rette, le quali doterà 
minano la posizione di questi punti. 

Il primo di questi metodi , alcune volte più 
e legante del secondo , è sempre più generale ; ma 
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il secondo è spesso più semplice ; e ciò debb’ essere, 
poiché, mediante questo, si prendon le cose di meno 
alto , e si parte dalle proprietà più vicine a quelle, 
che ricercasi di scuoprire (*). 

ili. L’ equazione del primo grado non ha 
dato che una sola specie di linee, vale a dire la 
linea retta; l’ equazione del Circolo s’è trovata 
di secondo grado : ma quest’equazione, ottenuta 
nel n.° 94 sotto la forma la più generale, non- è 
ancora che un caso particolare di questo medesimo 
grado, la di cui formula è 

Ay*'\&ry^(lx z ~\-Xyy~\* : Eix = F (1) : 

resta dunque a discuoprire le curve, le quali cor- 
rispondono agli altri casi di questa formala. Os- 
serverò in primo luogo che si può, senza diminuirne 
la generalità , scriverla così : 

B C , D E F 
y-+l?*+ A* +A*+r=A ; ' 

e facendo ,per abbreviare , 



( # ) Io ho tracciato l’andamento fecondo, e uni* 
forme del primo di questi metodi nella Prefazione 
del mio Trattato del Calcolo differenziale, e del Calco- 
lo integrale ; e i Lettori, i quali vorranno conoscer- 
ne più particolarmente 1’ applicatone, troveranno 
di che soddisfare al lor gusto nella seconda Edisione 
della Raccolta di diverte Proposizioni di Geometria eo- 
pubblicata dal Sig. Puitsant , Dotto commendabilis* 
simo, addetto adesso al Cprpo degì’ Ingegneri-Geo» 
grafi. 

' J * , 
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ne resulterà 

y 1 -\~Bbcy-\-cx l -\-dy-\-ex=zf. ' • 

Il mezzo , che si offre il primo per determi- 
nare le circostanze del corso delle curve cercate, 
è quello di esaminar fondamento de’ valori dell* 
ordinate per rapporto a quelli, che si possono 
assegnare alle ascisse , e per questo di risolvere 
l’equazione suddivisala per rapporto a y. Operando 
di tal maniera si trova > 


./=— %(bx-\-d)±tf/ 4 (j—gx — ex 1 ) j 

Sviluppando la quantità, la quale è sotto il ra- 
dicale, ed ordinandola per rapporto a x, conse- 
guiremo 

— (bx^ct)±\/ (/±f-^eP'y—2(2e~bd)X‘- 

y - à • 


Facendo , per abbreviare , 

4 f-\-d l =:p 9 le — bd = n , 4c — b~=. m , 


avremo 


y 


bx-\-d Vp — a nx — mi 1 


Si vede immediatamente che il valore di y 
c composto di due parti, di cui una, espressa da 
bx - 4 -d v' 

— ■■ , è l’ordinata d’ una linea retta avente 


2 


per equazione yz= — %bx — §d, la quale si co- 
struisce prendendo sull’ asse AG' al disotto di AB, 
. fig. 4^ , una parte AD =|d, e conducendo pel 
‘ s ’ 4 ' punto Duna retta DE faciente dal lato delle x 
negative un angolo DEA, la caf tangente sia e- 
guale a %b (87); di mauierachè AP essendo a?, 
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PN sarà — 


bjc — |— d 


Egli è manifesto adesso che . 


per avere i punti , i quali appartengono alla curva 
cercata, bisogna portare nella direzion di PN, 
tanto al disopra quanto ai disotto della retta DE, 
delle parti NM , e NM' eguali a 


— 2 nx -* mx z y 

*■ 

poiché avcemo con questo mezzo 


PM ==— ^bx+dy^tf/ p — 2 nx — nix 1 , 

PM'= ■ — p — 2 nx — mx z . 

La retta DE gode pure della proprietà ri* 
guardevole di dividere in due parti eguali le li- 
nee condotte paraleilamente ad AG tra due punti 
della curva cercata, ed è per questa ragione ctie 
le è stato dato il nome di diametro ; ma yi è 
questa differenza tra la linea DE, e i diametri 
del Circolo , che questi ultimi incontrano ad an- 
golo retto tutte le linee , eh’ essi dividono in due 
parti eguali, laddovechè il primo lo fa obliqua- 
mente : frattanto vedremo ben presto che queste 
due circostanze derivano da una medesima legge. 

112. L’equazione qui sopra bì semplicizze- 
rebbe molto prendendo per ordinate MS rette NM, 
e NflL, vale a dire facendo 

j - ’ ' • 

bx-\- d 
1 — = t : 

2 

verrebbe allora 

^ t 

t =Z±$V p — 2nx — mx * ; 

ma le ascisse AP non sarebbero piò contate sulla 
linea , dalla quale partono le ordinate. Per ri- 
durle a questo stato, fa di mestieri prenderle sei 
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diametro DE: questo è ciò, che s’effettuerà po- 
nendo DN=i , ed osservando che , se si tiri DO 
paralella ad AB, avremo 

DG == DN co8 D — 5cos D. 


L’angolo D è lo stesso che l’angolo E, di cui la 
tangente è J 6 j il suo coseno e 

1 * " 2 
- , ■■■— _ —r T (p. 

v'c+i*' - vi+v ■ 

e poiché AP = DG , ne resulterà 


2 s 

x=s a/ — rrr» ovvero x^qs, 
facendo, per abbreviare , 


2 



11 valore di x essendo posto in quello di t , si trova 

t=a=±^Vp — <2,nqs~mq 1 '$* , 

la quale equazione debb’ esistere tra s, e t, ov- 
vero tra le rette DN , e NM per ciascun punto 
della curva, ed è in conseguenza la sua equa- 
zione riportata alle coordinate DN , eNM. Quest’ 
ultima , benché più semplice di 

y 3 - bxy ex* 4* ty + ex =/> 

è pur generale, poiché le trasformazioni effettuate 
fin qui non hanno introdotta alcuna condizione 
particolare. 

L’espressione dii essendo affetta in generale 
da un radicale di secondo grado , non potrebbe 
avere che un valore reale fino a che la quan- 
tità p—^ 2 qns^— mq*s* sarà positiva. L’esame 
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di questa circostanza presenta più casi, i quali 
io discuterò successivamente. 

Il3. Suppongo in primo luogo che la quan- 
tità denotata per m nel n.° m sia positiva, e 
pongo l'espressione p —.smqs — sotto la forma 



per non aver da considerare che la seguente 


p 2 n 

mq 2 mq 



dalla quale si può fare^ sparile il termine ove s 
non è che al primo gradò prendendo 

s=u — — — , ( Elem. ÌT Alg. 209. ) ; 

e dopo la sostituzione, e la riduzione essa diventa 
pm 4 -n 1 

■ * * «- « • - 
m q 

Affin di sapere cosa sia u , serve costruire il sua 
valore in s -, e l’ espressione 


b=4Ì=dnj.^. 

mq 1 m q 

dimostra che l’origine delle u debb’ esser posta 
indietro rispetto a quella delle s ad una distanza 

OD= — -, perchè allora 
mq 

DN = ON— OD . 

mq 

Ciò fatto, si ha 
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{=±it / m?H p^+£_7}, • 

e si vede che l’ espressione di t sarà reale fin* 
tantoché 

x ^P mJ r n \ 

u 

m q 

eh’ essa poi sarà odila quando 
- — F — 1 — - ovvero u=±V 3 i '• 

" i 7 i q 


_» _i » 

in q 


Questi ultimi valori indican dunque le intersezio-* 
ni della curva col diametro DE ; e portandoli da 
ciascun lato del punto O, a motivo de’ loro segni, 
otterremo i punti I , ed I' pOBti ad egual distanza 
dal primo. 

Al dilà di questi punti la quantità 

P' n + " 1 


divenendo negativa, le ordinate t saranno imma- 
ginarie , e la curva non avrà alcun .punto corri- 
pondente alle ascisse maggiori di 01 , ed 01 ; dessa 
sarà dunque contenuta nello spazio compreso traile 
linee IH , I'H' condotte pei punti I , ed 1 ' pa- 
ralellamente alle ordinate. •• • 

114. I due valori di t in U non differendo 
che pel loro segno , e restando gli stessi sia che si 
prenda u, positivo, o negativo, ne segue che all^ 
ascissa ON=ON' corrisponde l’ordinata N'M'' 
eguale a NM', e posta in senso contrario, di 
xnanierachè i triangoli M^N'O, e M NO son e- 
guali , ed in conseguenza la retta M'M ' è divisa 
in due parti eguali nel punto O. Questa proprietà , 


t 
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di cui gode il punto O per rapporto a tutti i punti 
della curva , gli ha fatto dare il nome di centro , 
per analogia col centro del Circolo; ma per le altre 
curve i raggi non sono eguali che due a due , per- 
chè i diametri sono ineguali. 

Il 5 . La forma della curva, che rappresenta 
F equazione tra f, ed u , riconoscesi facilmente dalla 
costruzion di questa equazione; e, per effettuarla, 
faccio immediatamente 

pm 4. n * _ ^ 

ii 1 ■ ® * 

m q 

proviene 

t= ± |V' OT<7 1 (a' 2 __u 1 ) = ± h VZ^. V a'*—u\ 

Prendendo allora a pei raggio d’ un Circolo avente 
il suo centro nel punto O, u per ascissa , il fattore 

Va' 1 — u 1 esprimerà l’ordinata di questo Circolo 
alzata perpendicolarmente ad OT. A riguardo del 

fattore \V mq 1 , desso non dee rappresentar che 
un rapporto, se si voglia aver riguardo all' omo- 
geneità dell’ espressioni (71) ; io lo denoterò dunque 

b' . ^ * i a. 

per —7, ed avrò in conseguenza — 4*”? » 


b n = 


mp -f- n 1 


, di dove ricaverò 


t = ± 


f 7a % 

a — u . 


Si vede ancora che F ordinata NM s’ otterrà 
cercando il quarto termine della proporzione 

a' : : Va ' 1 — u 1 : t. 

Allorché avremo determinata la grandezza di t , 
la porteremo lungo la linea MM', tanto al disopra 
quanto al disotto di DE, a motivo del segno ±. 

ia 
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E manifesto che la curva resultante da questa 
costruzione sarà rientrante in se stessa, come il 
Circolo, e non si estenderà che nello spazio com- 
preso da u-=.d fino a u= — a'; poiché al di 
là di questi limiti il radicale s ovvero l' ordinata 
del Circolo sarà immaginaria. 

v II maggior valore , che possa avere l’ ordinata 
t, e manifestamente quello, che corrisponde al 
punto O, pel quale u = o ; si ha in questo caso 


±b': 


prendendo dunque le rette OL, ed OL' eguali a V , 
i punti L, e L saranno i limiti della curva ne! 
senso delle sufe ordinate, come i punti I, ed l'Io 
sono in quel delle ascisse. 


Il6. Egli è importante osservare che, seia 
quantità rapprese ntata da d~ fosse negativa , il ra- 

dicale V a n — li 1 resterebbe sempre immaginario, 
e 1 equazione proposta non potrebbe esprimere 
allora alcuna linea. Risalendo al valore di a' 2 il 
, v pm-\-n z 

qual e r~T~ > vedremo eh’ esso sarebbe ne«-a- 

m cj o 

tivo se p fosse affetto dal segno — , e si fosse avuto 

nel medesimo tempo pm > ri 1 . 

Quando in questo caso pm = n 2 s’ottiene (1 15) 

f b' V J 

a = o , b =0 ; ma si ha sempre “7 = § Vmq* e d 
in conseguenza 

t — ±%V mq*. V / — 1 * 2 = ± m • 


equazione, alla quale si soddisfa ponendo <=0 , 
w== ’° • si P QO dunque dire che la curva riducesi 
allora al solo punto O ovet=o, a=o, e che 
questo punto è il limite, verso del quale tendono. 
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a misura che i diametri II' , e LL' diminuiscono, 
le carye date dall’ equazione suddivisala. 

Inalzando al quadrato i due membri deli’ e- 
quazione 



essa si cangia in 



e 


, 1 

4 


e 


pm -fra 1 


m z q z 



ed in l±mt z -j- m z q z u z — pm — n 2 = o. 

Allorché p è negativo dessa si cangia in 

l\mt z m z q z u z ~\^p 7 fl — n z = o ; 

e quando pm > n z , il suo primo membro essendo 
la somma di tre quantità essenzialmente positive, 
poiché si suppone che m è pur positiva , essa 
non può divenir nulla che nel caso ove si avessero 
separatamente lo tre equazioni 


l^mt z =o i m~q z u~—c t ptn — n z =c. 

Si può soddisfare alle due primo facendo £=; ù t 
o ; ma l’ ultima esprime una condizione , senza 
la quale la proposta è affatto assurda. 

117. Suppongo adesso che m sia negativa j 
la quantità p — 2 .nqs-*-mq z s z diverrà 

p — 2 ,nqs-J r mq z s z =zmq z l-P-T — ^!L. 1 . 

'■mq mq 1 J 


faremo sparire il termine s prendendo 

mq r 

i 71 1 . ‘fi , • 

t — u <-f — — ; e la quantità , la quale rappre- 

senta DO, fig. 47 > avendo qui il segno si Fig- 47' 
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porterà sulla parte DF affetta alle ascisse p 
tive. Avremo irvtal maniera il centro O, e 1’ 
quazione proposta diverrà 

u') ! ; 

% 2 

ponendo ^ a'*, secondo che la quantità 

« m ‘ q 

■p m ~—n sarà positiva, o negativa, e facendo sempre 

* wi 

i/7i? 2 =-7r s otterremo 

d 

b' 

t = ± ~tV u‘± a' 2 . 

« 

Questa equazione sembra contenere due casi 
distinti : dessa non ne contiene nulladimeno ebe 
un solo; poiché, se s’inalzino i suoi due membri 
al quadrato, ne dedurremo 

* a = ^7i(» a *'«'*)» * 

a 

di dove — -b z u~=a b , 

b'*u* — a'V =i / V i ; 

equazioni ,le quali non differiscon 1’ una dall altra 
se non perchè nella seconda a , e t tengono il posto, 
che occupano b' , e U nella prima , e reciproca- 
mente : serve dunque d’esaminare ciò, che si- 
gnifichi una di esse. 

Considererò in pnrticolar la seconda : se ne 
ricava 

b' , 

. te:± 7 V»W*5 

a 

l’ordinata t si costruisce cercando una quarta pro- 
porzion ale alle tre linee 
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a , b' 3 e V^—a 1 , 

di cui l’ultima è u^a media proporzionale tra 
u— a , ed u-ya , e non si trova realo che fintan- 
toché La curva cercata non ha dunque 

da u=o fino a u=-j-a’, e da u=o fino ad u --— — a' 
alcuna ordinata reale; e siccome u=«', ed u=> — a 
danno egualmente r=o, ne resulta che questa 
curva incontra il diametro DE nei punti I , ed 1 
ove si terminano le ascisse 01 , ed 01' eguali ad 
a’, ma eh’ essa non s’estende punto tra le rette 
IH, ed l'H'. 

Al dilà de’ punti I, ed I' si ha iC>a', tanto, 
positivamente quanto negativamente, 1’ ordinata 
t aumenta quanto mai , e nulla limita la gran- 
dezza, alla quale essa può giugnere. Dietro a queste 
considerazioni egli ò manifesto che il corso delta 
curfa è simile a quello delle linee KIA- , K Vk , 
separate dall’intervallo II' , e i di cui rami IR, 
ed II, I'R' , ed IV' s’ estendono all’ infinito. 

Se si considerasse questa curva per rapporto 
alla retta LL', vate a dire prendendo t per 1’ a- 
scissa,ed n per l’ordinata, la sua equazione som- 
ministrerebbe 

a' 

u^ ± - j rVeJ r b'\ 

In questa forma u non potrebbe divenir minore 
di 01, ed 01', e la curva non incontra mai il 
suo diametro LL'. Si fa manifesto da ciò che 1’ e- 
quazione 

a'V-t'Vsa’V 1 
conducendo pure a 

b' , 

t = yVu‘ + a‘, 
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dee appartenere ad una curva <^>L q , Q'LV della 
medesima specie che KIA, K'I'A- s ma rivolta per 
rapporto al diametro LL’ delle t, come quest’ ul- 
tima lo è per rapporto al diametro II' delle u. 

il 8. Se si avesse o=o , ovvero pm— ra a =o , 
(117), l’espressione di t ridurrebbesi a t = ± 

S V mq'u 1 f e darebbe le due equazioni distinte 
m, t = — • iqu'/ m, 

le quali non rappresentano che due linee rette con- 
dotte pel punto O. Affine di costruirle prenderemo 
a piacere un’ ascissa OR : conseguiremo 

t = ± i OR. m ; 

e portando questi valori da R in S , ed in S' , ri- 
caveremo OS , ed OS', le quali saranno le rette ri- 
chieste. 

Vado a paragonare a queste rette la curva 
K.I£ prendendo per un’ ascissa qualunque ON=a 
la differenza MV delle ordinate corrispondenti 
N 1 VT , e NV. La prima essendo espressa da 

a'% ovver ofcquV m.\/ 1 — 

f 

e la seconda dà 

$quV m, t 

ofterrei 
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La differenza 1 — \f x — divien più facile 
“ u" 

a valutarsi allorché si sviluppa 1’ espressione 
A/ j a __ : ora, la radice del primo [termine i 

il. 


essendo 1, faremo 




a , 
-=* + *» 


i t 


ed avremo 


I — ^-r = 1+ 3* + Z '> 
u 

ma più supporremo u considerabile, più la frazione 

—7- sarà piccola , e meno la radice i~\~z differirà 

dall’ unità : trascurando dunque , secondo il me- 
todo dato in Algebra al n.° 2 i 5 , z 1 nell’equa- 
zione suddivisala, avremo r 


z = ■ 


a u 


Per approssimarsi in seguito davvantaggio a 
questo valore, faremo z = i~\~ z » e calcole- 


rem similmente z , la quale troveremo— g^ 4 } 

così di seguito (*). 

Avrem dunque 


forni 


(*) Si può ricavar pure questo sviluppo dalla 
mia del binomio. 
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• - “!»''»{ ^+5p+«-}; 

di dove si vede che più u aumenterà,, 'più MV 
diminuirà, ma senza poter mai divenir nulla. 

> 

Segue da ciò che più la curva s allontana 
dal punto O , più dessa? avvicinasi alle rette OS , 
ed OS' senza poter nulladimeuo incontrarle ; di 
manierachè queste rette sono i limiti delle parti 
KIZ, K.T*' della curva proposta, le quali non 
possono mai escir dall’ angolo SOS' , e dal sno op* 
posto al vertice. 

1 1 (). Nel caso ove wi=o si ha semplicemente 
t = ± J V p — 2 nqs : 

riducasi la quantità , la quale è sotto il radicale, 
a ut» sol termine facendo 



e con questo mezzo s’ottiene 

% £=;±§ ovvero t=±vVu, 

rappresentando %riq per e . Si vede facilmente 
che questa equazione dà t=*o nel medesimo tempo 
che i*=o ; e che in conseguenza il punto del dia- 
-. metro DE, fig, 48 , sul quale s’ è presa l’origine 
* ^ delle 1*, appartiene alla curva cercata. Affin di 
trovar questo spunto fa di mestieri fare »=so 
peli’ equazione , 
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P 

•&U} 


post» qui sopra : s’ ottiene s : 


’P 
2 nq 


e portando 


questa quantità sopra DE dal lato delle ascisse 
positive , avremo il punto 1 dove la curva pro- 
posta incontra DE. 

Se la quantità e' è positiva, non potremo pren- 
dere u che positivamente j ma nulla limiterà la 
sua grandezza, niente più che quella di t , di ma- 
nierachè la curva debb estendersi all infinito da 
questo lato solamente , come lo indica la linea Rlr. 
Essa sarebbe volta dal lato opposto se e fosse 
stata negativa , perchè bisognerebbe allora, pren- 
der u negativamente. 

L’equazione t = ±VVu si costruisce pren- 
dendo una media proporzionale trall ascissa IN 
==«, ed una retta eguale ad e\ il resultato è 
l’ordinata NM, la quale bisogna qui, come nei 
casi precedenti, portar tanto al disotto di DE 
che al disopra. 

Fa di mestieri osservare che l’ equazion pri- 
mitiva 

t —±%Vp — 2 nqs 

riducesi a t = quando n=o, perche al- 

lora la curva considerata in quest’articolo si can- 
gia in due linee rette condotte para^ellamente 

all’asse delle s, ad una distanza ^ p tanto al 
disotto quanto al disopra di quest’ asse. Queste 
due linee si ravvicinano all' asse a misura che p 
diminuisce, si riuniscono su quest’ asse quando p 
=o , ed esso diviene in questo caso il luogo dell’ 
equazion proposta. 
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120. Dietro a ciò, di’è stato trovato nei mim.* 
precedenti, l’equazione 

y' bxy ex' -f- dy -j- ex —f 


non può prendere che una di queste tre forme 



secondo che m è positiva , ower negativa , o nulla; 
desse corrispondono ai casi ove la quantità Le — b 1 , 

. 4 AG — B 1 

la quale riducesi a — (m), ed è del me- 

desimo segno che 4AG — B 1 , è positiva, negativa, 
o nulla; desse sono comprese pure nella sola e- 
quazione i 

— 2 nqs—mq 1 s 1 . 

Le curve rappresentate dalla prima, le quali 
rientrano in se stesse, e comprendono uno spazio 
rinchiuso da tutte le parti (ll 5 ), son denotate 
sotto il nome d’ellissi. Quelle, che somministra 
la seconda , composte di quattro rami infiniti for- 
manti due parti separate (117), si chiamano i- 
perbole , e le rette , traile quali esse son conte- 
nute (li 8), asintoti. Finalmente la terza equa- 
zione è quella delle parabole (119). -. 

Affine di terminare la discussione di tutti i 
casi compresi nell’ equazion generale 

A^ + Rzj+Gx'-fDr + E^r^F (1) 
altro non resta che a considerar quello ove i due 
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coefficienti A, eCsonnulli; poiché , quantunque * 
le trasformazioni operate fin qui divengano illu- 
sorie quando A=o , 1' equazion contenente x* , 
quando C non è nullo, può essere risoluta per 
rapporto a questa quantità, e le formule dei 
nnm. 1 precedenti servono pure cangiandovi y 
in x, ex in y, vale a dire, facendo dell’ asse 
delle ordinate quello delle ascisse : ma il caso 
ove A, e C gon nulli ambedue, sfugge intera- 
mente a queste formule, perchè l’ equazione (1), 
ridotta allora alla forma 


Bxy Dy Ex = F , 

non è più che del primo grado per rapporto a 
ciascuna delle coordinate x t e y : desso merita 
dunque un esame a parte. 

Pongo quest’ ultima equazione sotto la forma 

xy-\-dyJ r ex=f ; 


ciò non ne diminuisce in nulla 1’ estensione j e ne 
ricavo 

f— ex 

y — — -7— 5 : 

x a 

l’ordinata non divien dunque mai immaginaria. 

Se si faccia in primo luogo y— o, trovasi 

kss £ m 

, e ’ ; -, 

Tal è 1 ’ ascissa del punto ove la curva Fig, 

cercata taglia l’asse delle ascisse AB , e dessa 
p assa in seguito al disotto , poiché y divieu ne- 

f f 

gativo quando Quando x=o viene y—-\ 

.valore, 4I quale indica il punto F dove la curva 
incontra V asse AG delle y. 
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• Passando alla parte negativa dell’asse delle x , 
l’ordinata y continua a crescere, perchè ildeno- 
jninatore x-\-d diminuisce per la sottrazione di x t 
e diviene o , allorché .r=— - d. In questo caso il 
valore infinito, che si trova per y , dimostra che 
la curva non potrebbe incontrare la retta OS 
condotta sull’ascissa AG= — d perpendicolarmente 
all’asse AB. 

Allorché x , continuando ad essere negativo, 
è maggiore di d, il valore di y cangia disegno , 
ma cominciando da esser maggiore di qualunque 
quantità, che vorremo : si fa dunque manifesto 
da ciò che bisogna prendere al disotto di AB, 
dall’altro lato di GS, un ramo R'1' simile aRI, 
ma andando in senso inverso, vale a dire, avvi- 
cinandosi ad AB a misura che l’ascissa aumenta 
negativamente. 

Resta a sapere ciò, che divenga y a misura 
che x aumenta , tanto positivamente quanto ne- 
gativa mente; e per questo io divido per x i due 
termini dell'espressione di y : proviene 



resultato , il quale tende quanto mai verso y — 

f* d , 

i — .e a misura che le frazioni — ■ ,e — diminuisco- 

r ■ x 


no , ovvero che x aumenta. Tirando dunque, ad ana 
distanza AH=e al disotto di AB,HS paralella 
a quest’asse, avremo un limite, verso del quale 
i rami I A, ed \'k‘ s’ approssiman quantO|niai ; ed 
io conseguenza le parti RIA’ , e R I k' della curva 
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cercata non esciranno giammai dall’ angolo SOS' , 
e dal suo opposto. 

Ciò, che abbiamo veduto , serve per dimo- 
strare l’analogia , che v’ è tra la curva , che con- 
sidero adesso, e quella ch è chiamata iperbola $ 
sarebbe parimente facile cangiar l’equazione di 
questa ultima nella proposta prendendo per asse 
delle coordinate gli asintoti indicati nel n * li 8. 
Io non mi fermerò su queste particolarità , dovendo 
tornare sopra questo soggetto con un metodo piu 
generale (129). Mi limiterò a dimostrare che, se 
si prendano nell’esempio attuale delle coordinate 
a partirsi dal punto O, ove s’incontrano gli a- 
sintoti GS , e HS' , facendo 

x = t — d, y — U — « , 
l’equazione proposta diviene 

ut de ; 

forma, sotto la quale si vede bentosto che i due 
rami son simili. 

121. Ciascuna di quest’ equazioni sembra ridotta 
alla forgia la più semplice ; ma le coordinate non 
vi souo perpendicolari tra loro, come nell’ equa- 
zioni della linea retta , e del Circolo , di cui ho 
fatto U60 fino al presente : frattanto la situazione 
delle ordinate è collegata con quella delle ascisse 
sotto la condizion che le prime son paralelle alla" 
retta , la quale tocca la curva all’ estremità 
del suo diametro. Per convincersene, serve os- 
servare che i punti M, e M' , fig. 46, [fi, e 48, 
si confondono in un solo nel punto I; circostanza, 
la quale forma il carattere essenziale dei punti di 
contatto (I07). Infatti , la somma delle due or- 
dinate, ovvero la distanza dei punti I, eM' es- 
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sendo espressa da^! per 1» ellissi , da 

a£ ' 

a > V u 1 — a' 1 per Piperbole, e finalmente da 2 ,Ve’ti 


per la parabola , divien nulla nel punto I ove si 
ha u==.a per le due prime curve, ed us=o per 
la terza. 

L'equazione dell’ellissi essendo simmetrica per 
rapporto alle due indeterminate t, ed di ma- 
nierachè l’espressione di u in t ha la medesima 
forma che quella di tiuu, potrebbonsi prendere 
Fig. 46 ancora t per ascisse, e le a per ordinate , e si 
Vedrebbe che il diametro * 11 ', fig. 46, è egli stesso 
jparalello alla tangente condotta pel punto L. Le 
rette II', e LL' godendo ambedue delle medesime 
proprietà, si chiatrfano per questa ragione diame- 
tri coniugati. Egli è manifesto che nel Circolo i 
diametri coniugati debbon essere perpendicolari 
tra loro, poiché la tangente condotta all r estre- 
mità d’ un diametro qualunque gli è perpendico- 
lare : il numero de’ diametri, i quali godono di 
questa proprietà, è infinito pel Circolo. Non è lo 
stesso a riguardo dell’ ellissi; ma , benché per 
questa curva l’ analisi precedente non ab&a fatte 
scoprire che due diametri coniugati , che si tagliano 
obliquamente, essa ne ha nulla di meno sempre 
due , i quali » incontrano ad angolo retto , così come 
lo vedremo più abbasso. 

Se si ravvicini ciò, ch’io ho fatto sull’equa- 
zipn generale del second' ordine, a ciò , che abbiamo 
veduto nei num. 1 87, e 94 per la linea retta, e pel 
Circolo, riconosceremo che 1’ equazione d’una me- 
desima linea prende delle forme differentissime 
seguendo le coordiuate, alle quali essa rapportasi. 

. Può dunque esser utile di saper cangiare queste 
coordinate affindi poter passare a quelle, le quali 
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danno per la linea proposta l’equazion la più sem- 
plice; ed io vado a cercare inconseguenza le for- 
mule generali per cangiare le coordinate d’ una 
curva in altre situate d’una maniera qualunque, 
tanto per rapporto alle prime che tra di loro.^, 

122. Il più gran cangiamento , che si possa 
apportare nel sistema delle coordinate senza cessar 
di prenderle rette, e respettivamente paralelle a 
due linee fisse , consiste nel dar loro una nuova 
origine, e nnove direzioni. Io abbraccierò tutto ad 
un tempo questo caso generale , e supporrò che ci 
siamo proposti d’ esprimere i valori delle coordi- 
nate AP =x, PM ==y , fi g. 5o , relativi agli assi 1 ^ 1 5o - 
AB, ed AG, per due altre coordinate A' P " = t 3 
P'M = u, riportate agli assi A'^B", A'"C", di 
cui conoscasi la posizione a riguardo de’ primi. 

Avendo condotte per la nuova origine A"' le 
rette A'"B', edA'"G' respettivamente paralelle ad 
AB, e ad AC, le distanze AA', ed A 'A'" saranno 
date dall’ ipotesi ; 6 rappresentandole per e per 
6, avremo 

AP = A'P A A' = A"*P' a , 

PM = P'M 4- A'A'" = P'M 4- e. 

Tirando in seguito pel piede della nuova ordinata * 
P''M le linee P"Q, e-P^R, l’una paralella ad 
AB, e l’ altra ad AG , osserveremo che poiché gli 
assi A"'B", ed A^C'’ son dati di posizione ari- 
guardo di AB, e di AC, si debbon conoscere tutti 
gli angoli de’ triangoli A"'P"R, P"MQ, ovvero, 
cièche riducesi allo stesso, i rapporti de ? loro lati 
omologhi : facendo dunque 

A"'R P"R p"Q * qm 

A"'P" “ m * a"'P'*'“' n> ITM = p ’lTM ~ q * 
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avremo 


A , "R = to.A' , 'P" = 77 ** / 

P"Q = p. P"M —pii, 

di dove ricaveremo 


P"R = n. À'"J>"=/it, 
QM = q. P"M =qu, 


A"'P' = A'"R + P"Q = i»é + pii , 

P'M = P"R + QM = nf + qu, 
e finalmente 

u = AP = A"! 3 ' -\~a = mt pu 4* « , 

y — PM = P'M 4 €=znt -{-fu-fC. 

Tali sono i valori i più generali, che posso n 
prendere le coordinate x , e y facienti tra loro 
un angolo qnalunque allorché le medesime si 
esprimon col mezzo d’ altre coordinate del mede- 
simo genere , ma situate come vorremo. Ecco 
adesso come deduconsi quelle ; che convengono ai 
differenti casi particolari , i quali possono appre- 
starsi. 

l.° Se si supponessero’ le nuove coordinate 
paralelle alle prime, e che non si facesse che can- 
, giare la posizion dell’ origine, le linee A'"C", ed 
A'"C' si confonderebbero insieme nello stesso modo 
che A ,// B" , ed A ,,/ J 3 / ; avrebbonsi in conseguenza 

m = l , 71 = 0, p — o , e <7=1, 

e ne resulterebbe 

x = t-\-ct y y = u-\- G ; 

’ . * » 

ciò , eh* è facile di vedere a priori, poiché allora 
A"' P", ed A"' P' si confonderebbero nello stesso 
modo che P'M, e P'M. * 
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Eguagliando a zero, oa } o 6 , conserveremo 
nel suo posto, o l’asse AG, o l’asse AB. 

2.° se non si volesse cangiare che la direzione 
-degli assi AB, ed AG, e si lasciasse sempre l’o- 
rigine nei punto A, le linee A"'B r , ed A"G' ca- 
dendo in questo caso sopra AB, e sopra AC, ave* 
rebbesi nel medesimo tempo 

a = o , e C = o , 
il che somministrerebbe 

x =mt -\-pu , y •==■ nt qu. 

Si vede che supponendo m — i, e « = o, di 
dove resulterebbe x = t -J- pu , y = qu , farcbbesi 
coincidere la linea con A"'B' , ed in con* 

seguenza non si sarebbe cangiata che la direzione • 

dell’ ordinata :dimostrerebbesi parimente che x=z 
mt , e y = nt u sono i valori di x, e di y rela- 
tivi al cangiamento della direzion delle ascisse. 

123. Fa di mestieri osservare eh’ esiste tra le 
quantità m, n, p, e q , le quali dipendono dalle 
direzioni delie nuove coordinate , una relazion ne- 
cessaria, di roanierachè non si può prenderle tutte 
quattro arbitrariamente ; poiché , se conoscendo 
l’angolo degli assi primitivi A'"B', ed A!"G , si 
fossero dati ancora gli angoli B"A'"B', e G'A'"B U S 
la posizione de* nuovi assi A'^B", ed A"'C" sarebbe 
interamente determinata da queste tre cose: così, 
allorquando tre delle quantità m , n , p , e q son 
cognite, si costruiscono facilmente gli assi de’ due 
sistemi di coordinate. 

Infatti , sieno date m , n, e p : tireremo im- 
mediatamente "una linea qualunque per rappre- 
sentare l’asse A "B', e prendendo su questa linea 
una grandezza arbitraria A''R, costruiremo un 
triangolo A " RP" , di cui i Iati A"'R , P"R , ed 

i3 
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A"'P" sieno tra loro come le quantità m , n, e 1 ; 
il Iato P"R sarà para lello all’ asse A G , ed il lato 
A'"P" darà Passe A"'B". 

Prendendo inseguito un punto qualunque M , 
e conducendo MP‘ paralellaa P R , altro non re- 
sterà che a determinare la coordinata P"M pa- 
ralellaadA C" ; ciò, che si effettuerà tirando 
P 'Q paralcllaad A " B , ed osservando che P ^ 

P M;;p) i. La retta P'M essendo così trovata, 
termineremo il triangolo P' QM, di cui il lato P "31 
sarà paralello all’asse A C"; ed il rapporto de’ 
latiP"M, e Q31 darà la quantità q. 

Allorché passeremo da un sistema cognito di 
coordipate ad un altro sistema egualmente co- 
gnito, le quantità, m , n ,p , e q, calcolate secondo 
le loro definizioni, avranno tra lqro la relazione, 
di cui abbiamo parlato : ma segue da ciò , che pre- 
cede, che la posizion dell’ origine essendo data, 
non si può determinare la direzione de’ nuovi assi 
in modo da soddisfare a più di due condizioni dif- 
ferenti, e che nell’ espressioni x = mt pu u , 
y = n£-j- 0 u -|-6 le quantità x , e y , t, éd u non 
potrebbero essere le coordinate d’un medesimo 
punto relativamente a due sistemi di coordinate 
rette , e paralelle fintantoché m , n , p, e q saranno 
qualunque. Ecco un mezzo semplicissimo di tro- 
vare la relazione, la qual debb’ esistere tra queste 
quantità. 

, Se si conducano pel punto M de rette MG, 
e 3IH respetti vamente perpendicolari ad A'"B', 
ed A B", e si suppongano cogniti gli angoli MP"B" 
<= C'A 'B’ , e MP’ > B" = C"A'"B", avremo il rap- 
porto di P'M a P'G , e quello di P "31 a P"H. Chia- 
mando g il primo , e li il secondo , ne resulterà 
P'G = P'M Xg, e P"H = P'M X h ; 
tirando in seguito A" 'M, e rappresentando A"P", 
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e FIV{ per x\ ey', i triangoli obliquangoli-A' T M , 
ed A' P"M daranno 

A'^==Pp ? +P , mV2^^ , XP 7 G —x'^y'^gx'y, 

jpM=sÀ"'P >Fm + 2 Pp' ' xì^H==« M-w'+a Atu. 

a 

Eguagliando queste due espressioni di A"M , con- 
seguiremo 

x' 1 -\~y 2 ~\- 2 gx'y' = e 1 2 Afa; 

ponendo per x , ey' i Loro valori mt~\-pu , e nt~\-qu } 
avremo 

(m i -^n ì -\- 2 gmn)t*-J r (p' 1 -\‘ q'-{-2gpq)u z 
-\~2[mj)~^nq-\-g(np-\-mq)]tu s= 

Questa equazione dovendo aver luogo qualunque 
sia la posizione del punto M , bisogna che la me- 
desima si verifichi sempre indipendentemente da 
t, e dau; condizione, la qual somministra le tre 
equazioni 

m z -] r n 1 J r 2gmn = i , p-J^-q^^gpq = rj 

mp-\-nq-}yg(np~\- mq ) = A. 

Eliminando g dalle due prime , il resultato 

(m* -\-n z )pq — (p 3 -^? 1 ) mn=pq -—mn 

esprimerà le condizioni, alle quali debbono sod- 
disfare le quantità m , n, p, e q. 

ia4- Si suppone il più spesso che le nuove coordi- 
nate u , e t s’ incontrino ad angolo retto nello 
stesso modo che le prime ; in questo caso l’ equa- 
zioni suddivisale si semplicizzano mólto. Gli an- 
goli MP'B', e MP"B" divenendo retti , P'G, ov- 
vero gy\ e P' H, ovverp Aw svaniscono ; di maniera- 
che si ha solamente 
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m 1 — j— n ~ = i , 

P* -f'9 1 = 

-[-«< 7 = 0 , . 

di dove ricavaci 

m 1 = i — , p*;=l*— q' , 

tu p = i — n •— q -j- n q \ 

ed a motivo di mp = —- nq , s’ottiene 
b’~|-9 1 = 1. 

Paragonando questo resultato coll’ equazione in’-J- 
n 1 == i si trova q = m , il che dà p = — n-, si 
ha dunque finalmente 

. x' — mt — nu , y J = ne -f- mu , 

osservando che le quantità m, e n dipendono 
P una dall’ altra in virtù dell’equazione m 2 -\- 
»*===!. 

r ‘g- 5,> La Figura 5t, costrutta per questo caso par- 
ticolare, fa vedere che m è il coseno dell* angolo 
B'A ' B 's che n n’è jj: seno, e che si ha 

A"P' = A'"R — P"Q = mt—nu ; 

P'M = P"R -f QM = nt -f -mu , 
com io l’ho trovato (*). 

(*) Non vi sarebbe cosa più facile quanto quella di 
cangiare non solamente qui, ma ancora in tuttociò, che 
precede, le denominazioni delle lettore m, n, p, e q 
in seni, e coseni degli angoli compresi tra gli tassi 
delle coordinate, e si avrebbero ullora le formule 
riportate in più Opere, ohe si son pubblicate dopo 
le prime edizioni della presente. Ma il simbolo, che ho 
adottato , compendia ('espressioni, e conserva me- 
glio l’eleganza analitica. É senza dubbio per questa 
ragione che i Sigg. Lagrange , e Mongt hanno gene- 
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Affitti cangiare nello stesso tempo in questo 
caso l’origine delle coordinate, e la direzione de’ 
loro assi bisognerà dunque prendere 

X — mt — nu -j~a, y = nt -j- mu -J~ 6 (112), 


rulmente' preferito nelle trasformazioni di coordinate, 
che contengono i loro Scritti , delle semplici deno* . 

ininazioni letterali alle linee trigonometriche , ohe 
d’altronde Eulero aveva introdotte in questi calcoli 
fin dal 1748. 

La posizion respettiva de’ quattro assi, i quali 
si tagliano nel punto A !" , essendo determinata da 
tre angoli, eh’ essi fanno due a due, si possono sco- 
gliere in più maniere i dati del Problema. La se- 
guente m’è sembrata molto semplice. 

lo pongo , fig. 5p, Fig. 5o 

B"A"'B'= <p , C'A' ,r C" = 4/ , C'A^'B' = u> , 

di dove j . ■ 

C'A"'B"__ f C"A"'B'=*— 4, ; 

poi facendo attenzione che in virtù del paralellismo 
delle rette P'R, QM, ed A"'C', P"M, od A '"C", 

P"Q , ed A"'B' gli angoli A"'RP", e P"M son sup- 
plementi di C'A"'B', gli angoli A"'E^R, e C'A"'B", 
MP"Q,e C"A'"B', P'MQ, e C'A^'C" sono eguali, 
avrò*, dietro al n.° 182, 

A"'R sen C'A W B" sen («-?>) 


m — 

A'"P" " 

sen C'A'"B' *“ 



sen cu 

n — 

;p"R 

sen B"A"'B' 

sen <p * 

A"'P" ~ 

sen C'A^'B’ “ 

sen cu 9 


P"Q 

sgn C'A'"C W 

sen 4/ 

F — 

P 'M "" 

senC'A'B ~ 

gen u> ’ 


qm: 

sen C"A'*B' 

sen (u — 4') 

2 — 

P"M ~* 

sen ti / A , "B'' “ 

sen u> 
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avendo riguardo ali’ equazione $ 

m~ -{- ri 1 = i , 

e non potremo digporre allora che di tre quantità, 
cioè di a , £ , e d’ una delle quantità m , ovvero n. 


Resulta da ciò ohe 


sen (a) — ©) 

A W P' = *'= 1 -t 

sen u> 


P'M =/ = 


sen © 




sen 4/ 
sen ii i ’ 
sen (w — vj/) 


sen ii) ' sen w 

Non vi è più bisogno di considerare alcuna e- 
qu azione di condizione ; poiché non vi sono nel calcolo 
che le quantità necessarie alla dotertninazione do’ sis- 
temi di coord i nato. ’ # 

Se si supponga che l’angplo C f A"Ii degli assi 
primitivi sia retto , avremo sen u zz l , e verrà so» 
lamento 

x T — t cos © -}- u sen 4* , 
y' sz t sen © 4" u cos vj/- 

Egli è manifesto che l’angolo degli 

ossi delle nuove coordinate ò espresso in generale da 

^ ©>— } se desso dovesse esser retto nel medesimo 

tempo che quello degli assi primitivi, avrebbesi 

!*__©— 4, =r I f , di dove 4'=~ P> 

’ • , s 

e 

sen 4/jp — sen © , cos4)=cos© (23), 
pd in conseguenza 

x' = 5 1 cos p — u sen p , 
y r — t sen p -*f - u cos © , 

nello stesso modo, che dedursebbesi immediatamente 
». * -, dalla Figura 5l , ove l’asse A"C" cade dall’ altra 
r,§ ‘ 5 parte dell’ asse A"'C r per rapporto all asse A B ; 
circostanza espressa dal cangiamento di segno dell 
angolo 4/ f •' 
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ia 5 . Vado §d esporre adesso le semplicizza- 
zioni , le quali si possono apportare all’ equazion 
generale 

A^ I -j-Bar/-j-Cx ; -j-13/'-|-Ea; = r, . . .(i) 

col mezzo della trasformazione delle coordinate , 
e non cessando di prenderle perpendicolari tra 
loro. - 

Se si faccia 

'• j 

x=zmt — nu-\-u 3 X — nt -f- wut-J- £ , 

il resultato della sostituzione di questi valori nell’ 
equazione (1) sarà pure un’ equazione completa 
del secondo grado in U , e £ : ma siccome vi avre- 
mo introdotto tre quantità arbitrarie , potremo 
imporci altrettante condizioni , le quali gempli- 
cizzino questo resultato, eguagliar, per esempio, 
a zero i coefficienti delle quantità ut , t , ed u /af- 
fine di fare sparire i termini , che ne sono affetti : 
otterremo allora un’ equazion della forma 

AV.+ CV-sP', 


simile alle due prime del n.° 120. Questa forma 
è notabile i.° in ciò che i due valori dir essendo 


eguali, e di segni differenti, ne segue che l’asso 
delle nuove ascisse u è un diametro (ili); 2. 0 in 
ciò che ciascun valore di u, preso positivamente, 
e negativamente, dando i medesimi valori per t, 
ne resulta che l’origine delle u posta nel mezzo 
del diametro è il centro della curva (n 4 )- 

Il calcolo divieti più semplice allorché in luogo 
d’effettuare nel medesimo tempo, mediante J"e- 
spressioni suddivisate, i cangiamenti d’origine, e 
di direzione delle coordinate , si trasportano iu 


primo luogo gli assi paralellamente a se stessi. Se, 
per questo , si prenda 
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r=r4-*, 
l 9 equazione (l) diverrà 

A r *+Bxy+Cr'* 1 

-|-(2ACyBayD)y-j-(2CayB6yE)x' (2). 

+AC 1 +B«C+C« a -|-De.-fE* — F J 

Le quantità oi,e C essendo ambedue arbitrarie, 
possiamo disporne per fare sparire i termini af- 
fetti da x , e da y\ ponendo l’ equazioni 

2 AC — J- Bflt-f- D = o , 2 ,Cct BC E = o (a) , 

dalle quali ricavasi , 

BD — 2AE BE-— 2CD 

U 4AG — B" 5 C== 4AG — B 1 ' 

Dopo di ciò altro non resta nell’equazione (2) 
che, i termini affetti da y '* , xy' t x ' 1 , e de’ ter- 
mini indipendenti dalle coordinate x' ey' ; questi 
ultimi si riducono col mezzo dell’ equazioni (a). 
Infatti, moltiplicando la prima di esse per £, la 
seeonda per a , e togliendo la loro somma dall’ 
equazione (2) , dopo d’avervi soppressi i termini, 
i quali debbono svanire, conseguiremo 

V^B^y-fC-r' 1 — AC 1 — B*C— C«’=F. . .( 3 ). 

Pongo adesso gli assi delle coordinate in una 
nuova direzione, ma sempre ad angolo retto, pren- 
dendo ( n,° precedente ) 

x = mt — nu , y =znt -\-mu ; 

c questi valori essendo sostituiti nell’ equazione ( 3 ), 
la cangiano in 

[Ara* -{- B mn Cm]t* 
y [2(A — G)mn B(i7» i — •«*)]«£ 

-j- [Aw* 1 — Bmn -J- C/i 1 ]!* 1 
— A C 1 — B«C — G« l xst F 
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Le due quantità m , e n non dovendo sod- 
disfare che all’ equazione m z -j- n z = 1 , ne riman 
una da determinarsi , ed io ne dispongo per to- 
gliere il prodotto ut , eguagliando a zero il suo 
coefficiente, il che somministra l’equazione 

a(A — G )«ys B(to* — n*) = o. . . . (m). 

Facendo in seguito , per abbreviare , 

Aa* Bmn ~|- Ci» 1 ssa A' 

Aw» 1 — Bmra -J- Cn 1 == G' 

AC* + B*C -f (V + F , 

l’equazione (4) diviene 

A ' + CV = F' , 

e prende così la forma dimandata , supponendo 
sempre che si possa n trovare de’ valori reali per m , 
e n , i quali son dati da delle equazioni di secondo 
grado. 

1 26. Questi valori si deducono dalla com- 
binazione dell’ equazioni 

a(A — =0 , 

=1; 

la prima dà 

B(to* — n 1 ) 


mn = 


B 


a(G— A) ’ 


se si faccia ^ r= y , s’alzi al quadrato il 

valore di mn ì si elimini n z col mezzo dell’equa» 
zioue m~-\-n z — 1 , conseguiremo 

r* 


m 


•m 


l +4 r“ 
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di dove ricaveremo 

l 

> . ^ / T/ 

m 


*_'LzÌ- 

r 1+4y * 


~H7* ^ + 3V'i-| r 4y 1 ’ 


indi 


n 


' 4 Vf+4? : 

ponendo in luogo diy la quantità, eh’ essa rap- 
presenta, e sostituendo i valori di m 1 , e di n 1 
nell’espressione di m/j, troveremo, non avendo ri- 
guardo che ai segni superiori de’ radicali, 

C— A 

. ! a ^ + 3 \/ (G — A)VpB* ’ 

C—È 

ri 1 — k — • / 

2 V(C— 

B 

WB— . / ■ ■ — '■ 

aV (C— A)*4.B** 

I valori di »», e di n, ricavati da quelli di 
I» 1 , e di »*, saranno ‘affetti dai segni ma si 
vede dall’ espressione di mn che questi segni deb- 
bo» essere scelti in modo che il prodotto mn sia 
del medesimo segno che B (*). 


(*) So, com’ egli è indicato nella nota , pag. 196, 
si faccia B"A"'B'=rp, avremo 

m “ cos 1 p , n zz sen p , 

di dove 

mn r= sen p cos p = § sen 2<p , (ij), 

m l — n^cos p 2 —sen <p* := cos 2p , 

ed in conseguenza 
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Sostituendo i valori di m 1 , n 1 , e mn nell’ 
espressioni di A', e di C' , e riunendo i termini, 
i quali hanno il medesimo denominatore, vedremo 
con un poco d’attenzione che il loro numeratore 

«ara divisibile per V (C — A^-j-B 1 , e che 

A = 2 (G -j- A) -J-| V^(G — A) B , 

C' •= § (C -{- A) — (C — A) 1 4- B 1 ,. 

L’esame di queste espressioni conduce alle 
conseguenze seguenti - 

1. Le quantità A , e G son sempre reali. 

2. ° Se A, e G hauno il medesimo segno, il • 
qual può supporsi allora cangiando, se bi- 
sogni, il segno di tutti i termini dell’equazione 
(i) ( pag. 199), A' sarà sempre positivo, e C' lo 
sarà solamente quando 

C + A> V(C— A^-J-B 1 ; 
condizione, la quale riducosi a 

(C+A)’>(C— A)M-B\ 
ovvero a 2AC> — gAC-j-B 1 , 

ovvero a 4AC>B* , 

e dalla quale resulta che 4 AC — B 5 è una quan- 
tità positiva. • 

3 . ° Se A, e C sou di segni diversi, ovvero 
che A essendo positivo, o reso tale, G sia negativo 
conseguiremo 

A' = |(A— C) -f- àV'cC _J_ A)* 4- BS 
C' = A— C) — | V / (C-|-A) I -fB : ; 


2 sén 2p . mn 

= tang2 ? > = - r 


B 


COS2P v m 2 — n* “~2(C— A) ’ 

formula,. che dà immediatamente l’ angolo, che fa 
1 asse dei e con quello delle v. 
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allora A' sarà positivo , e C' negativo : ma a mo- 
tivo del segno — , dal quale è affetto 4 AC, la 
quantità 4ÀC— -B* è negativa. 

Segue da ciò che il segno di C' dipende da 
quello della quantità. 4AC — B% 

4 -° Finalmente, ee 4AC = B a , conseguiremo 
C=o; circostanza notabile non solamente perchè 
dessa riduce ad AV—F' la trasformata AV -|- 
Ctt=T', ma ancora perchè la medesima rende 
infinite l’ espressioni di a, e diC (pag. 200); non si 
può dunque in questo ca$o far disparire nel tempo 
stesso i termini affetti da y , e da x' nell’ equa- 
zione (a), 

127. Affine di riparare a quest' inconveniente, 
farò immediatamente nell’equazione (1) 

x-—mt' — un , y =s «£ -j-mu ; 

«iò , che darà 

[An* -j- Botti -|- Got^é* 

■+ [a(A — G)m»-j- B(m l — »*)]«£ 

-f- [Aot 1 — Botti -J-C»*]» 1 
-f- ( Dn-|-EOT)t -j- (Dot — E n)«e=F 
Porrò anche adesso l’equazione 

2(A — G)ott»-J-B(ot* — »*) = o. . . (m), 

per far sparire il prodotto ut ; i valori di m, e 
di », come pure quelli de’ coefficienti di t 1 , e di 
u % saranno dunque gli stessi che quelli del n.° pre- 
cedente , e la trasformata qui sopra diverrà 

A'« I -i-C» 2 -j-<Dn-|-EOT)«-f(DOT— E«)(u==F (6). 

Affine di terminar di semplizzarla, resta da 
cangiare l’origine delle coordinate facendo 

t ss; t Ot , U ss U 1 C j i 
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1 

ed otterremo 

AV*4^V l +(aAV-fD«-t-Em)«' ’j 

--(aC'e'+Di»— E/i)i*' V. 

+AV 1 -|-C'e ,:, 4-(D/i+EOT) a '-KDm_E«)C , =Fj 

Egli è encora evidente sotto questa forma che 
° il termine affetto da u non può disparire quando 
C'=o, poiché l'equazione 

— Era = o , , ■ 

la quale bisognerebbe porre in questo caso, darebbe 
C,' infinito : disporrò dunque delle due quantità 
arbitrarie e £' per togliere il termine affetto 
da t'j e quelli, i quali sono indipendenti dalle 
coordinate u , e t'; ciò, che produce l’equazioni 

• 2 A et — D/i — j— Em — - o , 

A'»' 4 -}- C'5 ,i +(D/i+E/»)a'4<Dj»---En)C'— F==o. # 

Facendo in seguito, per abbreviare, 
aC'S' -f- Dot — E/i = — £', 
avrò l’equazione 

AV’-f CV 1 — EV=o. 

Per riconoscere tutti i casi compresi in questa 
trasformazione, bisognerebbe cereare quando a', 
e C' posson esser determinate dall? due prime e- 
quazioni poste di sopra : ma serve, per l’oggetto 
presente, considerare il sol caso «ve C==:c(*); 
ciò , che riduce queste medesime equazioni a 

2 A.' et Dn Em = c , 


A et -{- (Dn Ei7i)« -l'- 1 ( D m — Er.)C / — F = o , 



{*) Tutti gli altri oasi sono compresi nell’ equasione 

A'»* + cv=r, 
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e la trasformata in t', ed u ad 

AV l = EV. 

Si semplicizzano ancora l’ equazioni tra a' , 
e £' togliendo la seconda dalla prima moltiplicata 
per «'jcd osservando che l’ipotesi (7=0 sommi- 
nistra 

Dro — E n — — E'. 

Si ottiene allora 

3 A V -U D/I 4- Ei» = O 1 
A'a — E'C — P =o 

Finalmente l’ipotesi G'=o, la qual corrisponde 
a 4AC = B', essendo stabilita nei resultati dei 
n.° precedente , gli cangia in 

A' = C-{- A, • 

• * c 1 A ' ' VTc 

G — p A j G —j— A G — |— A 

Allorché D/n — En=o si ha £*=0, e l’ equa- 
zioni (a ) non contenendo altro che F incognita 
a.', possono non accordarsi; ma in questa ipotesi, e 
facendovi C =c,la trasformata int,ed u(pag. 204) 
prende la formi 

A't 1 + D'< = F , 

ed altro non contiene che la coordinata t. 

128. Tutti i casi dell’eqoazion generale 
A Far -f* Car’ -J- Dy Etc = F 

la quale si cangia facilmente in 

AV+GV‘-EV = o, 


facendo u 


=u±i/lL 
r c , s 


ed E'=4± aVc'f' 


) 
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gon dunque compresi nelle tre trasformate 

AV4-CV==F', 

AV’==EV S 
AV + D't = F; 

le due ultime corrispondono al solo caso ove 4 AG 
= B 1 , e la prima a tutti gli altri. 

Le tre forme indicate neln. 0 120 si ritrovano 
selle due prime equazioni suddivisale , con la sola 
differenza che le coordinate sono adesso perpen- 
dicolari tra loro; e per questa ragione si chia- 
mano assi i diametri, ai quali sono allor ripor- 
tate le curve , che rappresentano queste equa- 
zioni, di cui io vado a rammentare le circostanze 
principali. ' . 

l.°Se le quantità A', e C' sono ambedue pò* 
sitive, il che corrisponde ai casi dell’ equazion ge- 
nerale, nei quali 4 AC — B* ha il segno -}-,la 
trasformata V 

AV-fCV = F' 

dando 



appartiene ad un’ ellissi (iste). 

Si trovano i semi-assi 01 , ed :0L , fig. 62 , Fig. 52. 
cercando il valore di u allorché £= o , e quello 
di t allorché u = o : s’ottengon così 



e rappresentando queste linee per a,e b t se ne 
conclude ’ 
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F' • F' 

j^r = a z , di dove C' — — , 

vj a 


r -b z 

Y b ' 


A' — 

* A “ b z ’ 


J U O t— 

jy -1 — — =si d’ onde t = a— V o 


resultato il quale è simile a quello del n.° ll5, e 
che si costruisce nella stessa maniera. 

Il caso attuale comprende pure F equazione de 
Circolo, la qual si presenta quando C =A / ; poi- 
ché allora la trasformata diviene 

F' 

A '(t 1 -j- u a )=55 F', ovvero t 1 -}- *= ~r 7 , 


« le coordinate sono ad angolo retto. 

L’equazione A'é 1 -}- C'u 1 = F' diviene as- 
surda quando A', e C' restando positivi , F' è ne- 
gativo ; ma dessa può verificarsi facendo t ==■ o , 
u = o allorché F's^o, e non rappresenta allora 
che il punto dove è l’origine delle coordinate; 
questa è l’ ellisse ridotta al suo centro (il 6). Po- 
nendo nel valore di F' (pag. 201) quelli di et, e 
di C , esprimeremo senza pena pei coefficienti dell’ 
equazione (i) le condizioni, cui essa dee soddisfare 
per significar qualche cosa. 

2 .° Se A' , e C' son di segni differenti , il che 
corrisponde al caso ove 4AC — B l ha il segno — , 
l’equazione in t, ed u prende necessariamente una 
delle forme seguenti : 

AV — CV = F' 

AV— CV=-' F'; 

se si pongono per A', eC' i loro valori in o, eb, 
proviene , dopo le riduzioni , 
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£ , b . 

^7 = 1, di dove £ = ±— V u 1 -}- a% 

e u* b 

b*-~ i — ± a V » 1 — a \ 

Queste due equazioni appartengono a delle iper- 
bole (120); mala prima di queste è attrasversata 
dall’ asse de’ £, e non da quello delle U , perchè 
non visi può avere £ = o:il contrario ha luogo 
per la seconda. 

Fa di mestieri osservare che quantunque il 

valore t = V^-b 1 , il quale corrisponde ad ù = o 
nella seconda , sia immaginario , non lasciasi 
d’ inalzare nel centro O, fig. 53, una perpendi- Fig. 53. 
colare OL = VV = b , e che per analogìa con 
l’ ellissi si chiama secondo asse la linea LL doppia 
di OL ; ma si distingue col nome di asse trasverso 
la linea li , la quale incontra la curva , il che non 
potrebbe farlo la linea LL'* 

Allorché C s= A' gli assi divengono eguali , 
e l’ iperbole è equilatera. 

Egli è manifesto che quando F raso l’ equa-» 
zioni dell’ iperbola si riducono a 

A' t 1 — C'tt’s= o , otTero tt= ± 

e non rappresentan altro che due lineerette (118J* 

3° Quando si ha 4^0 = B 1 la trasforma- 
ta essendo 

A Y 1 = EV , ovftfro t ' asa dr -r-,u i 

appartiene ad una parabola, la quale incontra 
il suo asse 1B , fi g. 54 > all’ origine delle coordi- F»g- 
nate t', ed u. 
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Quando E'=o, e l’ equazioni (a') (pag. 206) 
concordano , viene- ; resultato, il quale 
dando due volte t'=o, indica l’asse IB, su cui 
i rami della parabola tendono a riunirsi allorché 
E' diminuisce. 

L’ ultima trasformata 

A'f’-f-D'* = F 

non dando pure per tche due valori determinati, 
indica due rette paralclle all’asse delle u. 

Finalmente egli è a proposito d’ osservare 
che l’equazione 

AV a -j-GV* — EV = 0(127) 

è comune all’ ellissi , all’ iperbole , ealla parabola; 
si ha la prima di queste curve quando A' , e C' 
son dal medesimo segno; la seconda quand’ esse 
sono di segni diversi; e la terza allorché C ==o. 

Il punto, sul quale si trova l’origine delle 
coordinate , essendo posto a una dell’ estremità dell’ 
asse, si chiama il vertice. Nell’ellissi, e nell’ iper- 
bola vi son due vertici segnati I,ed 1 ; , Figure 5<2 
* ‘S- e 53 ; la parabola non avendone che un solo , fig. 54, 
non ha centro , ed è per questa ragione che la sua 
equazione non potrebbe prender la forma 

À't’-f cv.= p'. 

* 129. Dopo d’avere riconosciuto per le for- 

mule dei num.' precedenti a quale specie di linee 
si riporti un tal caso particolar che vorremo dell’ 
equazion generale, si ha pur bisogno, per segnar 
questa liuea, di stabilire gli assi delle coordinate 
della trasformata per rapporto agli assi primitivi, 
e di costruire le quantità A', C , F', ovvero E': 
questo è ciò , in che il Lettore , per quanto sia poco 
abituato a particolari zzar delle formale generali 
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non potrebbe incontrare difficoltà : così io non credo 
che eia necessario per mezzo di operazioni , le quali 
non son di quelle , che ei pratica» di sovente , 
d’ entrare in una enumerazione di redole quasi 
sempre scancellate dalla memoria allorché accade 
d’averne bisogno; e l’esempio seguente, benché 
semplicissimo, servirà d’altronde per dimostrarne» 
F inutilità. 

Sia l’equazione 

xy -f Dy -f Ear 2ss F ; 

paragonandola con l’equazione (i), ne coriclùjdé- 
fremo 

A =o, B = i , C =o, 

4AC — o , B 1 = i j 

e poiché non ® eguale & B\è alla trasfor- 
mata 

A'* 4 + CVì=sF* 

che riportasi il caso , che si considera. Si trova ih 
seguito ( pag. aoo, e 201.) 

«=-D, e=-uE, F'=F + DE } 

poi ( pag. 2o3. ) 



ed in conseguenza 

h t 2 — 5i* I =F-j-DE, ovvero t* — tt i =2(F~fDÈ) ì 

la curva cercata è dùnque un* iperbola , di cui 

i semi-assi sono egùali a V^2(F-j-]DE), ed è traver- 
sata da quello de’ e (118). Risalendq alle trasfor- 
mazioni operate dai valori *- % 

= •*' -fa, y=y'-\- 

&'~mt —~nu , y = nt -f mu , 
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ai vede in primo luogo che l’origine delle t , e 
delle u cdrrisponde al punto ove x = ct,y=s £ ; 
F,fi ‘ 55 ‘ prendendo dunque, fig. 55, le distanze AA = — D, 
AA" = — E, il punto A"’ sarà questa origine. Cal- 
colando in seguito il valore di m , ovver del coseno 
dell’ angolo , che forma 1’ asse de t con quello 

delle x, troveremo il numero -y=- , il qual cor- 

V 2 

risponde a o% 5 ; e facendo l’angolo A"A'"B" e- 
guale a o f , 5, poi conducendo A'"C" perpendi- 
colarmente ad A"'B " , avremo gli assi delle t, e 
delle u; prendendo finalmente A M, I , ed A 1 = 
determineremo i vertici I, ed I 7 dell’ 
iperbola , la quale è il luogo dell’ equazione pro- 
posta. , 

Lo atesso andamento condurrà sempre al re- 
sultato per qualunque esempio che fosse, ed io ho 
scelto il precedente, di già trattato nel n. 120 , 
affine di dimostrare che la curva indicata in que- 
sto dura. 6 pei suoi asintoti è un’ iperbola , e di 

trovarne i suoi assi (*)• ... , . 

Spesso pure si cerca qual sia la curva dotata 

d’ una proprietà particolare, che ignorasi appar- 

(*) Potrebbesi dedurre imitiediatamcnte dall’ e- 
ouazion generale delle linee di seoond’ ordine 1 e- 
* quazion dell’ iperbola per rapporto ai suoi asintoti 
trasformando lo coordinate rettangole in altre, di 
cui T angolo sia indeterminato. S’ introducono allora 

quattro quantità arbitrarie (l23), delle quali se ne 
dispone per fare sparire i termini affetti da * » * » 
t, ed u-, clè, «he riduce l’equazion generale di se- 
condo grado alla forma B'ut = F : ma si trova c 
le quantità ih, e n non ban de’ valori reali fuorché 
nel caso, in dai 4 AC — B 1 ha il segno — . vale a 
dire per l’iperbola solamente. 
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tenere a una curva digià conosciuta; ma allora 
l’equazion relativa a questa proprietà rientra in 
alcuna dell’ equazioni , le quali sono state discusse; 
questo è ciò, che dimostreranno i Problemi seguenti. 

l3o. Trovar V equazione d’una curva tale che, se 
si conducano da ciascun de’ suoi punti M, fig. 52, ^'g- 5*. 
a due punti fissi F, e F 'le rette MF , e MF', la 
somma di queste linee sia eguale ad una linea 
data. 

Se si rappresenti per a a la linea data, perse 
la distanza FF' dei punti fissi , prendendo per origi- 
ne delle coordinate il ponto O mezzo di FF', di 
manierachè OF = OF'=c, e facendo OP = !a:, 

P M==y , troveremo 

FP = c — x, F'P = c-{-:c. 

I triangoli PMF, PMF', rettangoli in P , dando 

MF = VfP + PM* MF^VfP + Pm! 
otterremo 

MF = V( C — *)*+>» , MF' = ; 

ma ponendo MF = z, conseguiremo MF' = ao— s, 
poiché, per l’enunciato, si ha su tutta la curva 
cercata 

MF + MF' = 2 a, 

ed in conseguenza 

*=V(c— x) 1 ^ t y % 3 da — z = V(c-{-j;y-j- V r*. 

Inalzando al quadrato, per far disparire i radi- 
cali , ne resulterà - > 

z 2 = c 1 — , 
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togliendo la seconda diqaeste equazioni dalla pri- 
ina , resterà 

- - 4 az = — 4 CX > 



a 


goatitnendo finalmente qnesto valore di 2 nella pri^ 
ma espressione di , perverremo all' equazione 
cercata, la quale sarà, dopo le riduzioni , 

Quest’equazione non essendo che di secondo gra- 
do, fa vedere che la curva cercata non può essere 
che una di quelle, le quali sono state discusse pre- 
cedentemente ; e per riconoscere a quale specie 
essa appartiene, dò alla sua equazione la forma 

-j- (a 1 — o 4 — - g*c x . 

Paragonandola allora con Ar-|- C'u 1 == F , dopo 
avere scrittoio quest’ ultima^ , e x per t , ed », 
avremo 

A '=a\ C=a—c\ F'=« 4 — o*c x =o a (o x — c 1 ), 

di dove concluderemo ch’essa è quella d’un’ ellissi ; 
poiché c essendo minore di », le quantità A , G , F 
sono essenzialmente positive (128). Ponendo, per 
abbreviare , » x — c 1 = ò x , otterremo 

di dove ricaveremo 

b , 

y = ±-VaW. 

a * 

I semi-assi 01 , ed 01* di questa ellissi son 
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rcspettivamerite a, e b\ e siccome — c l , ri- 

cavasi da ciò 



il che fa vedere che , allorquando si conoscono 
gli assi II’ , ed LL' d’ un’ ellissi , si posson trovare 
sul maggiore dei due i punti F, e F', pei quali 
MF +MF =ir, col descrivere dal punto L, come 
centro , e con un raggio eguale alla metà del 
grand’ asse II' nn arco di Circolo; poiché alle 
intersezioni F , e F' di quest’ arco di Circolo con 
P asse II' si ha 

OF = OF' — \J FL—OL 

L’ enunciato del Problema, che ho risoluto, 
offre dunque una proprietà comune a tutte l’el- 
lissi , cioè che la somma delle rette MF,e MF' , le 
quali si chiamano raggj vettori , condotte ai punti 
fissi F , e F presi sul grand? asse , e che si chia- 
mano fuochi , è sempre eguale al grand ’ asse. 

1 3 1 . Questa proprietà somministra un mezzo 
semplicissimo di trovar tanti punti quanti vorremo 
dell’ ellissi, ovvero di descriverle ancora con un mo- 
vimento continuo. Infatti, se si prenda a piacere un’ 
apertura di compasso, FM, minore di 01, dal punto 
F , come centro, si descriva un Circolo con quest’ 
apertura di compasso, e si prenda in seguito per 
centro il punto F', e per raggio la differenza F'M 
tra il primo raggio FM , e F asse II' , e si descriva 
un secondo Circolo, desso taglierà il primo in due 
punti M,e M', i quali apparterranno all’ ellissi 
Ripetendo questo metodo con diverse aperture di 
compasso, otterremo de’ nuovi punti dell’ ellissi 
richiesta; e se questi punti son un poco moltipli- 
cati, potremo, unendoli con un tratteggio libero 
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della mano, terminar la curva d’ una maniera tanto 
più esatta, quanto in maggior numero saranno 
i punti determinati. 

Allorché 1’ ellissi debb’ esser grandissima , 
dessa descrivasi con un movimento continuo fis- 
sando ai punti F, e F' l’estremità d’ una corda, 
la cui lunghezza è quella dell’ asse II' ; si tende 
questa corda col mezzo d'uno stile M, il quale 
si fa strisciare lungo della medesima corda fino a 
che si trovi il medesimo al punto di dove egli è 
partito -.allora desso ha descritto l’ellissi richiesta. 

Egli è utile di rammentarsi che la distanza 
p dà un fuoco al centro si chiama eccentricità. 


b 

L’ equazione .y == ±— V a 1, — x % somministra 
a 

una costruzione per punti comodissima nella pra- 
tica . Avendo descritto dal centro O dell’ ellissi 
pi§. §6. richiesta, fig. 66, due semi-circoli, l’uno sul grand’ 
asse , e 1* altro sul piccolo , presi pe<p diametri , e 
condotto nn gran numero di raggi QN, ON', ec., 
abbasseremo sull’asse II' le perpendicolari PN, 
P N', ec, , e condurremo pei punti R , R' , ec., ove 
i raggj ÓN , QN' , ec. incontrano il più piccolo 
de’ due Circoli, le rette RM , R'M' t ec, para- 
ielle ad II'; i punti M, e M', ec., che queste para- 
Jelle determineranno sulle perpendicolari PN, 
P'N'ec., apparterranno all’ellissi cercata». Mediante 
l’operazione, che ho indicata, non si ottiene che 
la metà di questa curva ; ma ripetendo la costru- 
zione al disotto dell’ asse II', 1’ avrem tutta in- 
tera, 

Affine di riconoscere l’esattezza di questa co- 
struzione , serve osservare che in virtù del parar 
leliismq delle rette RM , ed II' si ha . 

QN ;OR ;; PN ; PM; 
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e poiché ON = «, OR = é, OP=x, ne resul- 
terà 

PN = V ÒN— Òp a = VV — x\ 

a : b ['.Va 2 — x 1 ; PM, 

di dove 



1 3a. Modificherò in quest’ articolo il Pro- 
blema, che ho risoluto nel nom.° precedente, e 
dimanderò che si abbia MF' — MF = H =3« , 
fig. 53 , in luogo di MF-f’MF' = 20 , vale a dire, Fig. 53. 
che la differenza dei raggj vettori sia costante . 
Conservando d’ altronde le denominazioni dell 
articolo citato , avremo 

MF = VfP + pI = , z = V( c-xf+y', 

MF' = V F'P PM = 2 a z=V (c-|-x)*-{-y 5 ^ 

di dove ricaveremo 

Z 2 =zc 2 — ìcx-fx'-fy* , 

4<* 1 -j-4 az ~h z ' == c 1 -|-2cjr-j-x 1 -}-.j^ 1 ; 

togliendo la prima di queste equazioni dalla se- 
conda, otterremo 

. » - , , ex — a* 

4a -f- \az—\cx ì ovvero z = ; 

e mediante questo valore di z arriveremo all* 
equazione 

( ex — e 2 V 

— a — ) zcx+x'f- jr % , 
la quale, mediante lo sviluppo, si riduce a 
( c* — o')x 2 -* a Y = o 1 (c a — a 2 ). 
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Nel caso attuale, ove c>a, fa di mestieri pren- 
dere i 1 =c 1 — a 1 , il che somministra 
b x — a y —a b ; 

equazione appartenente all* iperbola , la quale 
gode in conseguenza di questa proprietà , che la 
differenza de ’ suoi raggj vettori MF, e MF' è 
eguale all' asse trasverso IF, sul quale si trovano i 
fuochi F , e F’. 

Io ho digià fatto osservare che questa curva 
non aveva, a parlar propriamente, che un asse 
( 128 ), ma che, per conservare l’analogìa, si con- 
cepiva un secondo asse LI/ condotto pel punto Q 
perpendicolarmente al primo; b esprime la lun- 
ghezza OL della metà di quest’asse, e l’ equazione 

— a 1 dando c = fa vedere che, 

per trovar i fuochi F , e F' , è di mestieri pren- 
dere le distanze OF , ed OF' eguali all* ipotenusa 
del triangolo rettangolo costrutto su i due semi- 
assi 01, ed OL. 

l33. La proprietà, di cui godonoi fuochi F, 
e F' , può servire alla costruzion dell’ iperbola 
per punti. Per questo, dal punto F, come centro, 
e con un raggio FM, il quale non sia minore di 
IF, ma d’altronde qualunque, descriveremo un 
arco di Circolo ; dipoi prenderemo un raggio F'M 
maggiore o minore del primo d’ una quantità 
eguale ad IF; ed il Circolo descritto su quest’ ul- 
timo dal punto F', come centro, taglierà il primo 
nei due punti M,eM' appartenenti all’ iperbola. 

Per descrivere una porzione qualunque d’ iper- 
bola con un movimento continuo, si assoggetta una 
riga a girare intorno del punto F';si fissa all’estre- 
mità R di questa riga, ed al punto F un filo, la cui 
lunghezza sia minore di F'R della quantità IF; si 
fa in seguito girare la riga appoggiando contro di 
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atg 

eggacon uno etile M il filoRMF, di maniera che 
desso resti sempre teso :lo etile M descrive in tal 
maniera un arco di earva , il quale appartiene 
all* iperbola , di cui l’asse è II', e di cui i fuochi 
sono F, e F'. • 

l34. Io mi proporrò ancora di trovar V equa- 
zione d’ una curva tale che ciascun de’ suoi punti 
sia tanto lontano dalla retta AC, data di posi- 
zione , fig. 54 , quanto da un punto fisso F , egual - F ' s ' H' 
mente dato di posizione. 

Se si prenda sulla retta AB, condotta pel 
punto F perpendicolarmente ad AC* un punto I 
situato nel mezzo della distanza AF, questo punto 
apparterrà necessariamente alla curva cercata, 
poiché desso sarà tanto lontano dalla retta AC 
quanto dal punto F. Facendo 

IF = AI = c', IP = x, PM 
avremo , per un punto qualunque M, la distanza 

QM = AP = AI + IP = c ' + xj 
ed il triangolo rettangolo FPM darà 

MF = y FP 2 +PM 2 *5 V (c' _ xfi 
poiché FP = IF— -IP. Sviluppando, troveremo 

MF = Ve ' 2 — 2 c'x x a ; 

ma, per 1 enunciato del Problema , OM = MF ; 
dunque x 

c -f X = Ve' ‘—2 c'x _j- X* -j-y. 

Inalzando al quadrato, e riducendo, si ottiene 

acx= — 2cx -j- > y%ovvero^ 1 = 4 c ^; 
equazione alla parabola (128). 
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i 35. Affine di costruire la curva dietro alla 
proprietà, che ho impiegata nella ricerca della 
sua equazione, fa di mestieri con un raggio FM, 
preso a piacere , descrivere un Circolo , fare AP 
= FM, e condurre pel punto P, paralellamente 
alla linea AC, una retta PM : il punto M, ove 
questa retta taglierà il Circolo, apparterrà alla 
parabola richiesta; poiché egli è evidente che la 
t rette QM essendo paralella , ed eguale ad AP , 
sarà eguale a FM. 

Questa medesima proprietà dà luogo ad un 
movimento cpntinuo, mediante il quale si descrive 
la curva. Per questo, si pone lungo di AC una 
riga , sulla quale si fa muovere una squadra , di 
cui uno de’ lati rappresenta la rette QE; si at- 
tacca 0 al punto F l’estremità d’un filo, la cui lun- 
ghezza è eguale a QE, e di cui 1’ altra estremità 
è fissa nel punto E; si tende questo filo con uno 
stile applicandolo contro il lato QE, e lo stile 
descrive una porzion di parabola. 

l3 6. Il Problema, il quale ha condotto qui so- 
pra all’equazione della parabola, può esser modi- 
ficato in modo da abbracciar le tre curve di secon- 
do grado: serve per questo enunciarlo nel modo 
seguente. Trovare V equazion d’ una curva, nella 
quale la distanza tra un punto qualunque M y ed il 
Fig. P unto fi sso F ì fig- Ó7 1 stia alla distanza MQ tra il 
medesimo punto M ,ed una retta AC data di posi- 
zione in un rapporto costante. 

Sia 1 l n questo rapporto, e si tiri dal punto 
F sopra AC la perpendicolare AB ; è manifesto 
che la curva cercata incontra queste retta in un 
punto I tale che 

if : ai : : 1 : * ; 

di manieracbè, se si denoti 1F per c , ne resui» 
terà 
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AI = TIC . 

Facendo IP = x , PM=jy 1 otterremo, in virtù 
^el triangolo PMF , nello stesso modo che sopra , 

MF = v/(c'— x ) 1 +/S 
e siccome QM=AP=AI-|-IP=nc -^-x , avremo 

V( c ' -xy-\-y : 

di dove ricaveremo 

nc -J - x = n V (c* — x) % -}- jr~~ \ 

inalzando al quadrato , otterrem finalmente 
n ( » a — i) x* 2 (»-}- i) «c x = 0. 

Questa equazione, d’ una forma assolutamente 
simile all’ equazione AV-j-C’u' 2 — E u =o del 

num.° 128, apparterrà all’ ellissi , all’ iperbola , o 

alla parabola secondo che avreinon> 
ovvero n=i , e fa vedere in conseguenza che la 
proprietà , che fa il soggetto del Problema pro- 
posto , è comune alle tre curve di «econdo gra.do , 
per rapporto alle quali la retta AG è detta diret- 
trice. 

• Dando all’ equazione suddivisata la forma 

*'• + ( * - 1 + Tr)^ 0 ’ 

ed osservando che più n aumenta , più le frazioni 

•i-’ e — diminuiscono, vedremo eh# nella suppo- 
n n 

sizione di n infinita dessa dee ridursi a 

*— 2 ex = o ; 

equazione , la quale è quella d’ nn Circolo, il cui 
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raggio è c', e pel quale l’origine dell’ ascisse è 
posta ad una dell’ estremità del diametro (94). 

137. Abbiam veduto nel n.° 128 che l’ellissi, 
l’iperbola, e la parabola possono esser date da 
una sola equazione; ed è notabile che quest’ ultima 
può dedursi pure immediatamente da una qualun-* 
que dell’ equazioni 




le quali , riportandosi al centro , sembrano parti- 
colari all’ ellissi , e ali’ iperbola. Per questo serve 
di trasportare l’origine delle coordinate ad un 
de’ vertici delle curve, che rappresentano queste 
è% 3 . * equazioni. Infatti, se nelle Figure 52, e 55 si 
faccia IP = x ' , avrem per la prima . 

x , ovvero OP =01 — IP — a — x\ 
e per la seconda. 


x, ovvero OP = OI-}-IP = a-|- x' . 


La sostituzione di questi valori cangerà 1’ equa- 1 
zioni riportate qui sopra in 


y 


1 



b 1 2 b 1 b 1 

-y, 


le quali si ridurranno a 

y'—px — 


P 

• X , 
Za 


i px 4- — x 
a a 


• 1 


se si ponga — —pi e Fona non differirà dalF 

altra che pel segno di a : F ispezione della Figura 
53 dimostra pure che F asoissa IP essendo riguar- 
data come positiva , F asse II' è necessariamente 
negativo. 
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* Ponendo per b 1 il suo valore , relatiro tanto 
airellis8Ì, che all* iperbole, s’ottiene 

2C» 1 — c a ) , „ x ‘ 2 (c a — 

p= — (i3o), p — ~ ( 1 32); 

ma egli è a proposito d’introdurre la distanza 
IF in luogo di c, la qual rappresenta la distanza 
OF ; e facendo IF =* c , si trova per la Figura 52 , 

c, ovvero OF=OI — IF=a — c' , * 

per la Figura 53 

e, ovvero OF— 01 -{- IF = a -J- c 7 : 

questi valori danno 


4 ac' — 2 c * 4 ac ~h 2C 

P= 1 I » P = 


/t 


a ' * a 

espressioni, le quali pure non differiscono che 
pel segno di a. 

Ambedue le dette espressioni essendo riunite 
nella formula 

Lac^zc" , , ec* 

p = __ = 4 c *— , 

hanno egualmente per limite 

P = 4 C ' 

allorché si suppone a infinita ; ma in questo caso 
l’ equazioni 

-,i „> _ P 

y =-nx x — X 
J 1 20 

riducendosi a 

y*z=px' t ovvero y*z=z/ycx 3 

« 

per 1’ annientamento della frazione -£• , e danno 

2a 

così l’equazione della parabola (i34). 


Digitized by Google 



224 APPLICAZIONE DELI.’ ALGEBRA 
L’ equazione 



è dunque propria per rappresentare ciascuna delle 
linee di second’ ordine : dessa apparterrà all’ El- 
lissi quando a sarà positiva , ed al Circolo se 
p = 20 ; all* Iperbole quando oserà negativa , ed 
alla Parabola allorché a sarà infinita (*). 

l38. La quantità p si chiama il parametro : 
questo è nell’ellissi, o nell’ iperbole una terza 
proporzionale ai due assi; poiché il suo valore 


a V Q> % 



conduce alla proporzione 

2 « : :: 26 : p; 

e nelle tre curve esso esprime il valore della 
doppia ordinata, che passa pel faoco. Infatti, 
. allorché si prenda x' = c , proviene 

p^oc'rpc”) 


y; 


; P r j 
zpC T — C 

20 


20 


4 ac r — 20 '* 

(*) L’espressione pzz - , l a quale si rap- 

porta all’ ellissi, prenderebbe un valor negativo sevi 

si supponesse c'>2 a\ e l’equazione x'* 

2 a 

cangiandosi in 

px'+Zaf, 

t a a 

apparterrebbe all* iperbole j ma <f esprimerebbe al- 
lora la distanza tra il vertice, e il fuoco il più 
lontano, ovvero IF' , fig. $3. 
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essendo poste sotto la forma 

ax—x' 1 ), y*= ^ox' -{- x-'*) , 

2 a a a 

se ne deducono le seguenti 

y 2 _ p ' y % _ p * 

x'(2a — x ) 2 a x'(2a - |-x ) 2 o* 


dalle quali resulta che il quadrato dell'ordinata 
PM è in un rapporto costante col prodotto delle 
linee IP , ed l'P , le quali sono respettivamente x\ 
e 2 a — x per l’ellissi, 52, x', e 2 a-j-~x' per l’i- fìb . 5» 
perbola ,/fg-. 53. Queste distanze del piede dell’ e 
ordinata da ciascuno de’ vertici della curva essendo 
chiamate ascisse , si dice che nell’ ellissi, e nell’ 
iperbola i quadrati dell’ ordinate stanno tra loro 
come i prodotti delle ascisse corrispondenti. 

Infatti, se si denoti per X' un’ascissa diffe- 
rente da x' , ma sempre coDtata dal medesimo 
punto, e per Y l’ordinata corrispondente, avremo 

Y 1 = ?- (2aX / '— X' 1 ), Y 1 =^(2aX' + X /1 ), 

2 a 20 1 

di dove ricaveremo 

: y 1 x'(2o— x'j: x'(aa— x') 

per P ellissi , - .... 

y 2 : Y a :: x'(a a+x') : x'( 2 a-f x') 

i5 


Digitized by Google 



22Ó applicazione dell’ a lo e bea' 

per l’ iperbole , sopprimendo sempre nell’ultimo 
rapporto di ciascuna di queste proporzioni il fattor 

F 

comune—. 

• 2 a 

L’ equazione della parabola y' =.px essendo 
trattata nella stessa maniera, dà solamente 

r 1 : :x', 

il che fa vedere che nella parabola i quadrati, 
delle ordinate stanno come le ascisse corrispon~ 
denti. 

l 4 o. Segue dal paragone delle formule ri- 
portate nei num.* 12©, e 128 che vi sono per 
ciascuna curva di secondo grado almeno due si- 
stemi di coordinate , nei quali l’equazione di questa 
curva si presenta sotto la forma la più semplice: 
anodi questi sistemi è quello degli assi, e l’altro 
quello de’ due diametri coniugati ; ed io vado a 
mostrare che v’è un numero infinito di sistemi 
di coordinate, i quali godono della medesima pro- 
prietà. Per far ciò , applicherò la trasformazione 
delle coordinate all’ equazioni relative agli assi. 

Sia primieramente quella dell’ ellissi y 3 ’l= 
b z 

~(a z —r x z ), la quale riducesi ad * • 

fly-f-iVrra’i*; 

osservo in primo luogo eh’ è inutile di trasportar 
1’ origine delle coordinate , la quale bisogna la- 
sciare nel centro; e non avendo da cangiar cho 
la direzione degli assi , prendo solamente 

x = mt pu , y = nt qu( 1 2 2). 

Io lascio indeterminato l’angolo, che le nuove 
coordinate debbon fare tra loro, e di coi il coseno 
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è rappresentato da h (l23), e non terrò in con- 
seguenza alcun conto dell’ equazione 

m P 4 * »? + s ( n P -f rnq ). = h ; 

non sarà lo stesso a riguardo dell 9 equazioni 

n ' -f- Q.gmn = 1 , + 9 * + 2 oP? — 1 » 

perchè le coordinate a?, e essendo reciproca- 

mente perpefidicolari , ne resulta g—o, di dorè 

j» 1 -{-«’= 1 > = 

delle quattro quantità m , n , p , e q non ne re- 
steran dunque che due, delle quali sia possibile 
di disporre. Facendo la sostituzione de’ valori di . 
x, e di jr nell’ equazione 

221,22 2»» 

a y rpt x =aZ» 3 

otterremo 

{a‘n 2 -j- nq b 2 mp)ut 

+(a 2 q 2 ±b 2 p 2 )u 2 =a 2 b 2 ; 
e, per semplicizzare quest’ ultima , porrò 

b 2 mp = o ; 

il che la riduce ad 

( b 2 m z ) z* -f ( a 2 q 2 + ) »* = a 2 b 2 . 

Affin di paragonare quest’equazione con 

& t -J-o za ns a b • 

le porremo sotto la forma 

a 2 n 2 -\-b 2 m 2 % a 2 q 2 -\-b 2 p 2 

' T ^ 


aV 


-u 4 = i, 


** u 
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desse non potranno allor divenire identiche In- 
dipendentemente da £, e da u se non che per la 
sapposizione di 

i __ a Y+ b Y 

a 1 aV 1 


1 

il che darà 


2 2 1 * 2,2 
a n -j-v iti 


b'*=- 


a 2 b z 


a 2 b 7 


a 2 b z 


2 | » 2 *9 

a n -f-o m 


~ z 1 L zz * 

a q p 

Per assicurarsi della possibilità di questa tra- 
sformazione , fa di mestieri vedere se la deter- 
minazione delle quantità m , n , p , e q sia sog- 
getta a qualche eccezione. L’equazione 

a*nq ~\^b 2 mp= o , 

posta sotto la forma 

il q b z 


m 


farà sempre conoscere il rapporto di p a q 3 ov- 
vero quello di ro a n. Se ai ricavi 

b'm 


4 

P 


1 9 

a n 


e se, per abbreviare, si faccia 


b z 


171 


a n 


conseguiremo 

? = pri 

sostituendo in p 1 -}-? 1 = 1 , ne dedurremo 
p*(l+r 3 )=l. 
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di dove concluderemo 


Vi-l-r 1 ’ 


! v^p‘ 


espressioni , le quali resteran sempre reali qua- 
lunque sia r. L’equazione m* -j- re* = i n0 n po- 
tendo determinare che una delle due quantità m 
e ra, lascia assolutamente indeterminato il rap- 
n 

porto —, n quale entra nell' espressioni di p, e 

di q , che , per questa ragione , divengono su- 
scettibili d’ un’ infinità di valori diversi. Esiste 
dunque difatto un’infinità di sistemi di coordi- 
nate , nei quali l’equazion dell’ ellissi ha la forma 

a'V + i'V = «'**'*, 

assolutamente simile a quella dell’equazione ao-li 
assi 

141* Operando sull’ equazion dell’ iperbola 
b 1 

y X =— » — a 1 ) 3 ovvero a % y* — 4 1 ** — — 

coin’io l’ho fatto su quella dell’ellissi, avrem 
successivamente 

(a 1 ri 1 — b*mp)ut-\-(a*q ì —b 2 n 2 ) u * 
— — a 2 b* , a*nq—b'mp = o, 


l'n' — Fm 1 4 . aq 


1.1 j 




e paragonando l’ultima equazione a 


£' 2 a ' 1- 
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troveremo 


1/.1 


in . 


a'b 


Ji% 


a'b z 


A*»« l 3 


a ^ 


l — ft’l 


L’ espressioni di p, e di q saranno della medesima 
forma in questo caso come nel precedente , e po- 
tranno dare in conseguenza un’ infinità di valori 

Tl 

dietro a quelli, che assegneremo al rapporto — : 

saremo dunque in istato di ricavar per l’ iperbola 
una conclusione simile a quella, che abbiamo enun- 
ciata per l'ellissi, 

142 . Io passo alla parabola: la sua equazio- 
ne y 1 — può essere trasformata in un’altra, 
la quale le sia simile, mediante le formule 

x == mt -\~pu , y 


S’ottiene infatti la resultante 

rft* -j- 2 nquf -j- q 1 u 1 = 4 C P tt ) > 

dalla quale bisognerà far disparire i termini affetti 
da e*,uc,ed», ciò, che s’effettuerebbe ponendo 
n=o p = o ; ma ne seguirebbe m=spi,q— l, 
r e ’ r== u. e si ricaderebbe sulle coordinate pri- 

mitive: non succederà così variando nel medesimo 
tempo l’origine. Se si sostituiscono ax, eadjr » 
loro valori i piò generali 

m t-\-pu+u> -J- C ( iaa ) » 


si ottiene allora 

itV-J- Q.nqut-\-q'u 1 j 

+ 2C(nt + 7«)— *4 c, ( TOC +F w ) f = °' 

-j- e 1 — 4*c r ' 

Potendo disporre adesso di quattro quantità a 
piptiyo delle duo nuove indeterminate a, e e, ta- 


Digilized by Googie 


ALLA GEOMETRIA. 23 1 


rem disparire i termini affetti da ut , e da t , ed i 
termini indipendenti da t,e da u ponendo 

2 nq = o , 2 £n — l^cm — o, £ 2 — l\ac' = o. 

La prima di queste equazioni può essere soddi- 
sfatta in due maniere tanto per n = o, quan- 
to per q = o; ma n = o dà ot = o nella seconda 
equazione , "ciò , che non potrebbe accordarsi coll’ 
equazione m z -J- n 2 = i. Adottando il valore ^ = o, 
il termine q 1 u J svanisce, ed altro non resta che 


. . . a 4 C P U . 

nt =4 c i 7U s ovvero t = — — — > 


equazione simile a quella, la quale rapportasi 
all’asse della curva. La supposizione di q = o, 
introdotta nell’equazione = 1 , sommi- 

nistra 

P = ± i; 

da 2 ,£n •— 4c' m = c ricavasi 
n 2 c 



e questa equazione, combinata con ira 2 - f- n' = 1 , 
determina n, em.U equazione £ 2 — 4 ctc'—o deter- 
mina pure cì allorché 6 è cognito; ma quest’ ultima 
quantità resta suscettibile di qualunque valor che 
vorremo. 

i 43 . Le osservazioni precedenti conducono a 
questo Problema : essendo dato un diametro qua- 
lunque , trovare la posizione del suo coniugato. 

Lo risolveremo osservando che allorché nella Fi- 
gura 5odeln.° 122 l’angolo CAB, ovvero quello, 5g 
che fanno tra loro gli assi delle coordinate primi- 
tive x , e y , è retto i triangoli P , A" / R,e P MQ 
divengon retta ngoli , 1 ’ uno in R , l’ altro in Q ; dal 
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A'"R 

che ne segue che m = ,,,- 77 rappresenta il coseno 

A 1 


P"R 

A"'P" 


dell’ angolo P"A'"R, ovvero B"A"'B e «= 

P'O 

n’è il seno ; che p = rappresenta il coseno 

dell’angolo MP"Q, ovvero C' / A"'B' , e 9 = 
n’ è il seno. 

Se si riportano queste medesime denomina- 
re. 58 zioni alle Figure 58 , e 5 $ , prendendo II' per 
* ® 9 * 1* asse delle x , OF per quello delle t , ed OH per 

quello delle u , otterremo 

n sen FOI , 

— = = tan g FOI 5 

m C08 FOI ® * 


senHOI 


tang HOl ; 


p cos HOl 
e siccome l’ equazioni 

a 2 nq -j- b~ mp = o , 
a 2 nq — b 2 mp = O , 

ottenute nei num.’ 14.0 e 141, possono esser post® 
sotto la forma 

n q b 2 
— • *F T ? 

m p a - 


ne resulterà 


b * 

tang FOI. tang HOl = +: — ; , 

o* 


il segno superiore riportandosi all’ellissi, e l’in- 
feriore all’ iperbola : determinerem dunque facil- 
mente uno degli angoli FOI , e HOl quando l’al- 
tro sarà cognito. 
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l44* Si posson sostituir nell’ ellissi, y?# 1 . 58, agli * lg ‘ jS 
angoli FOI, HOI le coordinate de’ punti F , e H; 
poiché , se si denotino 

OE per et, EF per G , 

OG per et , GH per G' , 


conseguiremo 


tang FOI ss- 
ta ng HOI = 


EF _ C 
OE 

GH G 1 
OG 


ed in conseguenza 




il che somministra 

a z GG' -J- b'ctot = o ; 


equazione, la quale unita con quella dell’ ellissi 

farà conoscere tanto ot e G , quanto « e f', vale 
a dire uno de’pnnti F, H quando l’altro sarà 
dato. 

Nell’iperbola,^. 59 , et e G non apparterrai fig- $ 9 - 
no più ad un punto della curva, poiché il diame- 
tro OF non l’attraversa; ma siccome non si tratta 
-qui che della direzione di questo diametro, possia- 
mo prendere in luogo del punto F il punto R cor- 
rispondente all’ ascissa 01 , e fare in conseguenza 


, ’ et = 01 = a , 

il che darà 


tang FOI = 


G 

a 5 


C=IR; 

G G' b * 
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donde 

a££' — b r u'=c. 

Determinando £ col suo mezzo , questa equa* 
zione farà eonoscere il punto R; ma bisognerà 
combinarla con 

se sarà il punto H quel, che si cerca. 

i45. Nella parabola si ha q=z o: segue da 
Fig. 60. c iò che l’asse delle u, OH Jìg. 60, è paralello a quello 
delle x, e che la sua posizione non dipende che 
dal punto Oov’ esso incontra la curva. Questo pun- 
to si trova determinato dalla quantità et, che rap- 
presenta evidentemente l’ ascissa IG , la qual 
corrisponde, sull’asse IB, al punto della cur- 


va ove si ha nel tempo medesimo t = o. 


u = o: 


e F equazione — = ~ ^ a a ^ ora tangente tri- 
gonometrica dell’ angolo compreso tra F asse delle t t 
equello delle ù. 

Farò osservar di passaggio che allor quando 
s è trovata la posizion del diametro, il quale è il 
coniugato d’ un diametro dato, si ha quella della 
tangente dalla curva al punto ov’essa incontra quest’ 
ultimo; punto, il qual si può prendere arbitrariamen- 
e'iò 58 te ‘ (12 1), nell’ellissi, e nell’iperbola ,fig. 58 

e 59, il diametro OF è paralello alla tangente HT ; 
Fig. 60. e ne ^ a parabola, fig. 60, questo diametro è egli 
stesso tangente alla curva in O. 

Reciprocamente, quando si sa condurla tan- 
gente in un punto qualunque della curva, se ne 
conclude immediatamente la posizione del diame- 
tro coniugato. 

14 & Nell’ equazioni 


2 c 


-'1*2 I L./» 2 /li/* 

o t — j-» 0 u ab, 


.•*. 2 / */» 2 

a t —0 u — ■ 


■ a J b'\ 
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di coi la prima appartiene all’ ellissi, e la seconda 
all’ iperbola , le lettere a\ e b' rappresentano idue 
diametri coniugati: infatti, quando £ = o, pro- 
viene 

u = a, ovvero OH = a , fig. 58 > 09 ; Fig. 58 

* _ e 59. 

ed allorché i* = o, proviene 

a / /a .1 j fi 

t =0 , ovvero t = — 0 ; 
il che dà, per l’ iperbola , come per 1’ ellissi , 
OF=£'(i28). 

Egli è facil vedere che le quantità m , n, p , e 
q possono, col mezzo dell’ equazioni /ra'-|-« 2 :=1, 
p 1 -^q 2 = 1 , e di quelle , le quali resultano dall’ 
espressioni dio’ 2 , e di 2> , ~, esser eliminate dall’e- 
quazione di condizione, la quale determina la po- 
sizion respettiva de’ diametri coniugati, e che si 
debbe arrivare a una relazione tra queste linee, 
ed i semi-assi. Il calcolo s’effettua semplicissima- 
mente nella maniera seguente. 

Ricavansi immediatamente dall’ espressioni di 
a' 5 , e b' 1 } relative all’ellissi (140), l’ equazioni 

a'\xV-f a 'b'p^a-b 2 , b , 1 a'n'-l r b''b'm'=a'b''> 

ed unendovi respettivamente 

7* + P* =?= 1 s n’ -\-rri 1 

avremo due sistemi d’equazioni , uno in e p 2 , F 
altro iu ra 2 e/n 2 . Il primo sistema dà immediata- 
mente 

a ab — ab b [a — a ) 

9 = a' 2 a 2 — a' 2 à 2 ~ a' 2 (a 2 — 6 2 )’ 

^ «*(«'* — h% ) 

P ~«' 2 i 2 “ a' 2 (fl l — 6 ’)’ 
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affin d’ottenere/* 1 , e m z , serve cangiare a! in b' in 
questi valori , e proviene 

m -~b'\a'-by 

Ciò premesso, l’equazione di condizione ( 140 ) 

. a 4 /!? -J- b z mp = o 

riducesi ad 


a z nq = —~b z mp- t 
e quadrandola, s’ottiene 

a A n z q' =zb 4 m z p* . 

Se si sostituiscano in quest’ ultima i valori di «*, 
to’, p z , q z , potremo scancellare i denominatori , 
poiché dessi saranno i medesimi nei due membri; 
ed avremo 

(«* — «'») (a 4 — *'*) = («'*— **) (i' 1 — ò 4 ). 

Sviluppando, riducendo , e decomponendo in fattori, 
conseguiremo 

(« 4 — ò 4 ) — (a 1 — O (o' 4 4-ò /4 )==o; 

indi sopprimendo il fattor comune a z — ò 4 ,trove- 
rem finalmente 

a ,z -\-b ,z =a z J r b z i ovvero OF-f OHsOÌ?+OL. 

L’ espressioni di a' 4 , e di 4 ,a , relative ali* i- 
perbola (l4>)> conducendo all’ equazioni 

a a q -—a b p = — a b ^b a n — 6 6 /ra =a £ 3 

e l’ equazione di condizione essendo 

a z nq — b z mp:=zo t 
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si fa manifesto che servirà di render b', e b'~ af- 
fetti dei segno — nel calcolo precedente , per ap- 
propriarlo al caso attuale, e che ricaveremo in 
conseguenza 

a' 1 — — b z t ovvero OF — OH = 01 — 0 L : 

dunque la somma de’ quadrati do' semi-diametri co- 
niugati nell ’ ellissi, ovvero la lor differenza nell’ i- 
perbola è eguale alla somma dei quadrati de’ semi- 
assi, ovvero alla lor di fferenza. 

147. Se si moltiplichino tra di loro 1 * espressioni 
di a’ 1 , e di b ' 1 nell’ ellissi, otterremo 

= ^ • . 

«Vj - -1- .'i'.'f'i.’t'.y+ìvy ’ 

ma quadrando l’equazione afnq ffb*mp'z= o, si 
ottiene 


a A n x q z -j- <ia z b z mnpq-\- b A m z p z = o , 


ovvero 


a A n z q z b*m z p z = — - 2a z b i mnpq ; 

e con questo valore farem disparire il primo, el’ 
ultimo termine del denominatore dell’ espressione 
dia' 2 i 2 ,la qual diverrà 

a A b A 


a”b' z = 


a'b'n^p 1 — 2.a z b 1 mnpqffa 1 b i m i q' 

a 1 


- z b* 


( np — mq ) 1 ’ 

prendendo da ambe le parti la radice quadrata, 
avremo 

ab 


a'b’z=z- 


np — mq 


-, ovvero a b ( np — mq) = ab. 
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Egli è importante osservare che la quantità 
np — mq non è altra cosa che il seno dell 5 angolo, 
che fanno tra loro i due diametri coniugati OF, ed 
5g OH ,fig. 58 , poiché n, e m essendo il seno, e il coseno 
dell’angolo FÒI, q ,e p il seno, e il coseno dell’ 
angolo HOI, la formula 

sen FOH = sen(FOllf HOI) 

= sen FOIcos HOI-J- cosFOIsen HOI(n) 
somministra 


sen FOH =«p — fnq , 

se si fa attenzione che l’angolo HOI cadendo aldi- 
sotto dell’ asse II' ha un seno negativo 9 = — * 

, il quale bisogna render positivo in questa 

a n 

formula, e prender in conseguenza *—q in luogo 
di — {— ^ : avrem, dunque 

ab' sen FOH = ab. 


Egli è facil vedere che , se dal ponto F si ab- 
bassi 9 opra Olila perpendicolare FQ, avremo 

FQ == OF sen FOH = b' sen FOH ; 

e che inconseguenza l’area del paralellogrammo 

FH = OH X FQ = ab' sen FOH : 

si dee dunque concluder da ciò , che precede, che il 
rettangolo formato sopra i semi-assi a ,e b , ovvero 
OI, ed ÒL, è eguale al paralellogrammo FH forma* 
to sui due semi-diametri coniugati OF , ed OH. 

Riconosceremo che la medesima proprietà ha 
luogo nell’iperboia formando nello stesso modo il 
prodotto a'V 2 ; ma bisognerà aver riguardo che 
; g . 5 g. nella Figura 59 l’angolo 

FOH = FOI — HOI. 


I 
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Deducesi da ciò questa proprietà notabile che 
i paralellogrammi circoscrìtti all’ ellissi , ovvero 
iscrìtti tra le due parti opposte dell’ iperbola son 
tutti eguali al rettangolo degli assi ; poiché que- 
sti paralellogrammi, così come lo dimostrano le 
Figure, son composti di quattro altri paralello- 
grammi , eguali ciascuno al qnarto del rettangolo 
degli assi, espresso, da l^ab. 

148. Se si denoti per s il seno dell’angolo FOH, 
avrem l’ equazione 

a'b's =aò, 

la quale combineremo con 

a , '+b' % = a l +b' 
nell’ ellissi , e con 

a'S— = — i 1 

nell’ iperbola, afKn di trovare i semi-assi a, e b 
allorché non conosceremo che due semi-diametri 
coniugati , e T angolo, eh’ essi fanno tra loro. Quan- 
do avremo gli assi arriverete facilmente agli ango- 
li, ch’essi fanno coi diametri coniugati, servendo- 
ci dell’ espressioni di q z , p 7, , m* , n? riportate 
nel n.° 146. Queste espressioni danno 

q' _b\a'— a' 1 ) n z — J' 1 ) 

p* ”V ( a r '-—by in- " a 2 (ò' 2 — a 1 ) 5 

e per l’estrazione della radice quadrata arrivasi 
alle tangenti degli angoli HOI , FOI. 

Un’osservazione, la quale presentasi facilmen- 
te , e eh’ io non debb’ omettere , è quella che vi sono 
in un’ellissi qualunque due diametri coniugati e- 
guali tra loro. Infatti , se nell’ equazioni 

a ' l 4 -t ,2 = a 3 -f b\ a’b's — ab 
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si suppone a' = ò' , ricavansi i valori 

, % a -J-A 1 ab aab 

® — ‘ s * * Tì---""”» i 3 

2 a a — | —b 

i quali fanno conoscere la grandezza di questi dia- 
metri^ l’angolo, eh’ essi comprendon tra loro. La 
supposizione di a ' =b' nei valori di q* , p* , ri 1 , e 
m 1 rende eguali il primo ed il terzo, il secondo 
ed il quarto ; abbiam dunque tutto ciò, che bisogna 
onde determinare, per rapporto agli assi, la po- 
sizione di questi diametri. 

Allorché vi si riporta l’ equazione dell’ ellissi 
dessa prende la forma 

t s -j-u 2 = a'\ 

e divien simile a quella del Circolo; la sola diffe- 
renza, che sussiste, è l’ obliquità delle coordi- 
nate t , ed u; cosi possiamo costruir quest’ ellissi 
inclinando le ordinate del Circolo sotto 1 angolo, 
che fanno i diametri, di cui parlo : da ciò re- 
sulta un metodo assai semplice di descrivere un’ 
ellissi per punti allorché si conoscono i suoi dia- 
metri coniugati eguali. 

Lascerò al Lettore la cura d’effettuare le co- 
struzioni dell’ espressioni riportate qui sopra. Ciò , 
che n’ ho detto, mi sembra soddisfare al fine, che m’ 
era proposto , cioè di far vedere come si possan 
dedurre le principali proprietà delle linee di secon- 
do grado con un metodo veramente analitico, ed 
indipendente dalle costruzioni geometriche. 

149. Ma non è solamente riportandole a un 
asse delle ascisse con delle ordinate paralelletra 
loro, come lo abbiam veduto sin quijChe le cur- 
ve posson essere definite per via d equazioni; è a 
proposito l’osservare che qualunque sistema di 
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linee proprio a determinare i- differenti pariti 
d’una curva può egualmente somministrarne un o- 
quazione caratteristica. 

La relazione • 


o 1 — ex ex 



ottenuta tìei n.° i3o tra il raggio vettore FM = *, 
fig. 52, e l’ascissa OP — ^j può esser considera- Fig , 2 
ta come tale per rapporto all’ ellissi. Se ne deduce 
una costruzion semplicissima di questa curva; poi- 
ché dandosi x, otterremo, con delle linee proporzio- 
nali, la quantità ; e togliendo questa quantità 

d 

da a, avremo z , ovvero FM ; in seguito dal punto 
F, come centro, e con un raggio eguale a FM, 
descriveremo un arco di Circolo , il quale taglie- 
rà la perpendicolare PM in un punto M appar- 
tenente all’ellissi. Se l’ ascissa cadesse nella parte 
01' dell’assè , x divenendo negativa , verrebbe per 

CJC 

questo caso z= a -1 

a ' 

Questa equazione differisce dalle precedenti 
in ciò che l’ ordinata , in luogo d’ esser costante- 
mente paralella a una medesima retta, cangia sem- 
pre di direzione, e non è obbligata che a passar 
per un punto dato; così 1’ equazione z — a— - 
ex 

benché di primo grado, non appartiene altri- 
menti ad una linea retta, come quando le sue coordi- 
nate sono respettiyamente paralelle a degli assi 
fìssi. 

Nel sistema, ch’io adesso considero, egli è 
assai naturale di por l'origipe dell’ ascisse nel pun- 
tò 


t 
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to F, dal quale partono le nuove ordinate 5 ovve- 
ro i raggj vettori, e di far rimpiazzare in conse- 
guenza OP=.r da FP = a;'; il che somministra 

*x , ovvero OP = OF — FP = c — x, 

c(c-—x') a z — c 1 ex' 

e z=. a = 1 ; 

a a 1 a 

ponendo b z in luogo di a 2 — c z , avremo 


z : 


b 2 -f- ex' 


Finalmente il più spesso s 5 introduce 1* angolo 
IFM in luogo dell’ ascissa x \ il che si fa osservan- 
do che nel triangolo rettangolo FMP si ha 

FP = FM cos PFM , di dove *'*= — « cos IFM (23); 
chiamando dunque <p l’angolo IFM, otterremo 

b x 


b . — CZ C08 <P 

z = — -, ovvero z 

a 


a-\-c cos <p 


Quest’ ultima equazione è d’ un grand uso nell ap- 
plicazion.dell Analisi all’Astronomia: dessa si chia- 
ma equazione polare , come tutte quelle , di cui le 
ordinate partono da un medesimo punto, il quale 
si chiama il polo della curva. 


L’equazione z = ' 


ex • 


- relativa all’ iper- 


bola (t3a), essendo sottomessa alle trasformazio- 
ni precedenti , divien successivamente 

c 2 — a 2 — ex 1 b z —~cx 

z ■ — — 


a 


Z > 2 — cz cos i 


b z 


*» 0VVer0 z = « + c cos? . 
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Nella parabola , facendo FM = z , fig. a pj g< 5^ 
motivo che FM = QM (i 34 )> m ha 
z = c x ; 

ma x rappresentando IP , proviene, 
x = IF — FP = c — » x' , 
d’ onde z=.2c — x ' , ' 

n c ‘ 

■ z=Q,c — z cos (&, ovvero z — 

T l-j-cos<p 

i 5 o. Le tre equazioni polari ottenute di so- 
pra possono collegarsi tra loro introducendo nelle 
due prime, in luogo del secondo asse b , il para- 
metro, dietro il quale si Ita b* ap{ iZ']). Me- 
diante questa sostituzione 1 ’ equazion dell’ ellissi 
cangiandosi in 

%op _ ip 

“-a+ccosf, 1+ i ’ 

a ~ 

diviene quella dell’ iperbola quando a è negativo, 
e c > a (*) , quella della parabola, quando $1 
fa c = a, ed a infinita ‘ caso, in cui p = 4 c> • 

Q 

Si può far ancora— =è: il che darà i 
a 

f.., <2(1 — e*) 

- e 1 ), a=-i J -, . 

l-|-ecos^> 

Sotto questa forma, avremo l’ellissi quando e < 1, 
il circolo see = o; l’iperbolase è> x,e che a sia 
negativa; la parabola se e== 1, ed a sia infinito. 

Finalmente, se si volesse eliminare a dal resultato 
precedente, e rimpiazzarla colla distanza dal vertice 


(*) P debb’ essere preso allora pel supplemento di 

IFM, fig. 53. 


. \ 
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al fuoco impiegheremo la relazione c=a — c (lSf), 
la qual somministra 

ae — a — c , donde a — 7 , 

1 — e 

c'(l+e) 

e Z — ; . 

< 1 — jr* ecos<p , 

i5i. Le proprietà fondamentali dell’ ellissi, 
dell’ iperbola , e della parabola enunciate nel 
n.° 139, e che hanno luogo tanto per rapporto 
agli assi, quanto per rapporto ai diametri, si 
ritrovano nelle differenti corvè, le quali resul- 
• tano dall’ intersezione della superficie conica con 
un piano qualunque. Eccone le dimostrazioni 
sintetiche. 

Vig. 61. Sia ASb j fig. 6 1 , un cono qualunque a base 
circolare, vale a dire un corpo terminato dalla 
superficie, che genera strisciando sulla Circonfe- 
renza-del Circolo ACBD una retta obbligata a 
passare pel punto S in tutte le posizioni , eh' essa 
prenda. i.° Égli è manifesto che , se si tagli questo 
cono con un piano qualunque CSD , condotto pel 
suo vertice S, otterremo due linee rette, le quali 
corrispondono alle due posizioni- prese dalla retta 
generatriee allorché dessa è pervenuta succes- 
sivamente ai punti C, e D, nei quali il piano 
CSD incontra la Circonferenza ACBD. 2.° Se il 
piano secante è A'C'B'D' paraleJlo al pian della 
base ACBD , la sezione sarà un Circolo, così com* 
egli è facile di convincersene concependo che siasi 
condotto pel punto S, e pel centro della base 
l'asse SO del cono proposto , e che siansi fatti 
passar per quest' asse due piani qualunque ASB, 
e CSD, di coi le intersezioni respetti ve con ACBD, 
A'C'BD' sieno AB, edA'B', CD, e CD' ; poiché 
avremo allora i triangoli simili ; 
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COS, C'O'S , 

i quali daranno 

co : co':: so: so', 

ed i triangili simili AOS, A'CfS, i quali daranoo 

ao: A'o .-jso: so' ; 

e poiché per costruzione AO=CO , avremo 
A'O^C'O'; 

il che dimostra che tutti i raggj della sezione 
A'C'B'D' sono eguali, e eh’ essa è in conseguenza 
un Circolo. 

Egli è a proposito d’ osservare che la superficie 
del cono s* estende indefinitamente tanto al disotto 
del pian della base ACBD, quanto al disopra del 
suo verfciceS, poiché nulla limita la lunghezza della 
retta generatrice ] ed è facil comprendere che la 
parte S b dei prolungamento della retta SB de- 
scrive un secondo cono, collocato in una situazione 
inversa del primo. 

i 5 a. Essendo poste queste premesse, si con- 
cepisca che il piano secante non sia altrimenti 
paralello alla base ACBD del cono , ma eh’ esso 
incontri questa base a seconda d’una retta GH, 
fig. 62 ; abbasso su questa linea dal centro O la 
perpendicolare OG, per la quale io fo passare I!g- 6? * 
il piano triangolare ASB. Egli è manifesto che, 
se il piano secante incontri nel medesimo tempo 
i due lati SA, e SB , e che in conseguenza desso 
non entri punto nel cono superiore aSb , la sezione 
IMI'»» sarà una curva chiusa , ovvero rientrante 
in se stessa. 

Ciò presupposto, conduco paralellamente ad 
. ACBD due piani EMF/ra , E'M' FW , i quali in- 


Digitized by Google 


24 6 APPLICAZIONE DELL’ ALGEBRA 

centreranno nel medesimo tempo il piano secante 
IMI'/»: le comuni sezioni de’ due primi col ter- 
zo, rappresentate da Mro, M m , saranno paralel- 
a GH , ed in conseguenza perpendicolari alle 
linee EF, ed E'F', le quali son paralelle tra loro, 
come essendo le comuni sezioni de’ piani EMFm , 
E'M'FW col piano ASB. Le curve EMFto , 
E'M'FW essendo delle Circonferenze di Circolo 
(n.° preced. ), avremo 

PjTl^ÉPX FP, P®'- ET' X FT 7 ; 

mala lineali', comune sezione de' piani ASB, ed 
IMI'/», formando colle linee EF , E'F’, e coi lati 
del cono i triangoli E1P , E IP simili tra loro , 
ed i triangoli FI'P,Fl'P' parimente simili tra 
loro, i due primi daranno 

ep : e'p' : : ip : ip' , 

e gli altri due * 

fp : F'P'::i'P : i p'; 

moltiplicando queste proporzioni per ordine, a- 
vremo 

EPXFP*: ET'xrP'tllPXl'P : IP'XI'P'; 

e sostituendo ad EP X FP , e( I E P X F P i loro 
a a 

valori PM , e P'M , otterremo 

\ ' ' 

pm ! ¥E r : : ip x l p • IP ' X i'P' ; 

proporzione , la quale esprime la proprietà carat- 
teristica dell’ellissi enunciata nel n. 139 . 

l53. E a proposito l’osservare che, se il 
triangolo SII' fosse simile al triangolo SAB senza 
che la linea II' fosse paralella ad AB, il che 
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avrebbe luogo se l’angolo SII fosse eguale a 
SAB, allora SI'I lo sarebbe a SBA; i triangoli 
EPI , a Fl'P divenendo pur simili tra loro, come 
i precedenti , darebbero 

ef : i'P :: ip : fp, ovvero ÉF x fp=ip x*Ip; 

e perchè nel Circolo EMFm si ha * 

PM 2 =EPXFP 3 

avrebbesi pure 

m = ip x ìp. 

La sezione IMIm sarebbe dunque ella stessa un 
Circolo in questo caso se le ordinate PM fos- 
sero perpendicolari al diametro II’; ma, affinchè 
quest’ ultima condizione sia soddisfatta, fa di me- 
stieri che la comune sezione GHdel piano secante, 
e della base del cono sia perpendicolare ad un 
tempo sulla retta GA , e sulla retta Gl, vale a 
dire eh’ essa sia perpendicolare al pian deL trian- 
golo PAB condotto per l’asse, e che in conseguenza 
quest ultimo sia esso pure perpendicolare al pian 
della base del cono, ed al piano secante. Allorché 
queste circostanze si verificheranno insieme il 
piane secante è detto antiparalello a quel della 
base; e ne resulta che in un cono a base circolaro 
la sezione antiparalella a questa base è un Cir- 
colo, nello stesso modo che la sezion paralella. 

l5/j. Se il piano secante fosse, per rapporto 
ai lati del cono, nella situazione, che rappresen- 
ta la Figura 63 , vale a dire eh’ esso potesse incon- ^'g- 63 * 
trare nel medesimo tempo i due coni opposti, 
desso formerebbe in ciascun cono una curva inde- 
finita ; poiché una volta entrato nel cono que-to 
piano non potrebbe più esserne liberato. I due 
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coni opposti non formando , a parlar propriamente, 
che uun sola superficie , le due curve RIA- , e K'I'Ar' 
debbon essere riguardate come non componendone 
che una sola. Egli è facile di riconoscer digià 
una rassomi? lianza distinta tta qnesta carva , e 
F iperbole; ma, per dimostrare la loro identità, 
bÌ80gtia di più ritrovar nella prima una delle pro- 
prietà caratteristiche della seconda. Supponendo 
che il piano ASB sia determinato come nel n.° 
1 Ó 2 , che siasi condotto il piano EMFw paralello 
ad ACBD , e tirate le rette II' , M/», M'i»' , le 
quali sono le comuni sezioni del piano secante 
coi tre piani ASB, EMFot, ACBD, paragonere- 
mo i triangoli EIP, AIP', i quali daranno 

ep : ap' ::ip : ip'„ 

ed i triangoli simili Fi 'P, BI'P' , i quali daranno 

fp : bp' : : i'P : i'P'; 

moltiplicando queste due proporzioni per ordine, * 
conseguiremo - ; 

ép x fT : ap'x bp' :: Tpx èp : tp' x èp'; 

ma , a motivo che le sezioni EMFwt , ed ACBD • 
sono dei Circoli, di cui i diametri EF, ed AB 
son perpendicolari alle rette Mm , e M m' per co- 
struzione, avremo - 

ÈP X FP = PM ] AP' X BP' = P 7 M ,a , 

ed in conseguenza 

pm : v'W: : ìp x ?P : ÌP' xff 7 ; 

proporzione, nella quale si trova espressa la pro- 
prietà caratteristica dell’ iperbola enunciata nel 
n.° 1S9. . 

1 55 . Mi resta ancora da esaminare il caso 
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ove il piano secante fosse paralello ad uno de 
lati del cono , come lo moBtra la Figura 64. Desso Fi «- 64 
non potrebbe allora incontrare che un solo de 
due coni opposti; ma quello non se ue libererebbe 
giammai , di manierachè la sezione Mlw» sarebbe 
una curva aperta, ed indefinita come la pa- 
rabola, alla quale io vado a dimostrar eh’ eli’ è 
identica. I piani ASB, EMF/n, ACBD essendo 
condotti nelle medesime condizioni che sopra, il 
paralellismo delle linee IP', e SB somministra 

FP = BP'; 

da un altro lato i triangoli EIP , AIP' essendo 
simili , conducono a 

ep : ap' :: ip : ip’; 

moltiplicando F uno de’ termini del primo rapporto 
per FP, l’altro per BP', conseguiremo 

épxfp : aFxbp'iiip: ip' j 

ma nei Circoli EM Fm , ed ACBD si ha sempre 

PmLÉPXFP, FM^ÀFXB P 7 : 
avrem dunque 

PM a : fm 5 " 3 : : ip : if ; 

proporzione, la quale non òche l’espressione della 
proprietà caratteristica della parabola enunciata 
nel n.° i 3 o. 

1 56 . Le circostanze , nelle quali le linee del 
secondo grado cangiano di natura, posson vedersi 
pure nel cono. Infatti, se il piauo secante passa 
pel vertice senz’ entrare nel cono, la sezione si 
riduce ad un punto , il qual corrisponde a quello , 
che abbiamo notato nel n.° 116. 


1 
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Quando il piano secante, passando sempre 
pel vertice, entra nel cono, si hanno due linee 
rette; e se si allontani in seguito il piano secante 
dal vertice del cono facendo muovere questo piano . 
paraleliamente a se stesso , òtterrerao una serie 
d’ iperbole aventi per asintoti le linee rette sud- 
dette , riportate , ovvero projettate sul pian della 
curva con delle perpendicolari a questo piano 
*(ll8 e 128 ). 

Finalmente , quando il piano secante è pa- 
raieilo al lato del cono, se desso passa pel ver- 
tice , egli non fa altro che toccare il cono a se- 
conda d’ una linea retta, ma che sidee riguardar 
come doppia; poiché dessa è la riunione delle due 
parti della parabola, le quali s’ approssiman 
quanto mai, atteso il ristringimento che questa 
curva subisce a misura che il piano secante s’ap- 
prossima al suo contatto col cono ( 119 e 128). 

Da un altra parte piu si allontana dal ver- 
tice del cono , ma sempre paraleliamente al suo 
lato , il piano secante , più la parabola s’ apre , 
ovvero si slarga verso il suo vertice , e tende in 
conseguenza ad avvicinarsi alla linea alzata da 
• questo punto perpendicolarmente al suo asse. 

157. Vado ad esaminare adesso le proprietà 
delle linee rette , le quali tagliano , ovvero toc- 
cano le curve di secondo grado. A ffin di seguire il 
metodo, che ho impiegato a riguardo del Circolo 
in particolare (lo 5 ), prcnderem l’equazione 

7 — £ — A (x — u), 

la quale appartiene alla retta , che passa pel 
punto, di cui le coordinate sono a, e C ,e faciente 
coll’asse delle ascisse un angolo, la cui tangente 
trigonometrica è A ; la combineremo coll’ equa- 
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zione y 1 = mx nx 5 , la quale rientra in AV* 

4- CV* — E V = o (128), e comprende in con- 
seguenza le tre curve di secondo grado. Facendo, 
come nel n.° 10Ò > 


'/{x —xy +(^— ey = « , 


avremo 


■*==* + 


Vi 4- A 2 


:» y 


=€■ 


A z 


V7+F* 


ponendo, per abbreviare, yj=======A', con- 


seguiremo 


£• = «-{- A'z , ^ = £ -j- A' Az ; 

sostituendo questi valori nell’ equazione = mx 
4- nx 1 , otterremo la trasformata seguente 

£-+ 2 CAA’,+A’A^'={ + ”;+”4 m+ „ a ^. 

Passando tutti i termini in un sol membro, ed 
ordinandolo per rapporto a z, troveremo 

(A 2 . — ra)A' 1 z'4'(^-A. — 3 / 7 » — na)2A / s4-£ I — mu—-nx 2 
il che riducesi a 


a 2(£A — — nx) G 1 — mx — nx 

4 + ‘ ' (A*— »)À' ■ ■ Z +‘(I i _ ra) A ; “ = t 

In questa equazione l'incognita z rappresenta la 
distanza 65 , tra il punto dato E, ed Fl S- ® 5, 

uno de’ punti d’ intersezione M , e M' dèlia retta 
proposta EM con la curva AC; col mezzo del 
suo valore arriverem facilmente a quelli delle 
coordinate di queste intersezioni. 

Egli è manifesto da ciò , che precede , che 
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una linea retta non può incontrare in più di due 
punti una curva di secondo grado. 

158 . Ragionando qui come pel caso del 
. Circolo (107), vedremo che i due valori di z 
debbono divenire eguali allorché fa linea pro- 
posta altro non fa che toccare la curva , come in 
N; perché i punti M,eM' si ravvicinano di.più 
in più a misura che la linea EM si approssima 
ad EN. La differenza de’ due valori di z compresa 
nella formula 


£ A— f m— nct^ a / S€A — §/n— naN 1 

(à 2 — n)A' y V^(A r — «)A' / 

essendo espressa da 


C*- 


-mx—noi 


(A 1 — n)A 


'21/ ^"£A — %m — nx ^ 1 
* \ (A 1 — n)A' ) 


C I Z 

— ma — net 


(A 1 — «)A' V 

e dando sempre la lunghezza della corda MM T , 
divien nulla allorché i punti M, eM' coincidono, 
e somministra in conseguenza, pel punto di con- 
tatto N , P equazione 

( £A — — nx \ 1 G 1 — mx — nx ' _ . 

~(A 2 — n)A' ) (A’-^jA? 1 0(l) ‘ 

Sviluppandola, A' 1 sparirà, come divisor co- 
mune a tutti i termini, e la resultante sarà l’e- 
quazione, *la quale dee dare A, e farà conoscere 
. in conseguenza la posizione della retta EN con- 
dotta pel punto E tangenzialmente alla curva AG. 

Non volendo considerare, che i casi i più 
semplici, supporrò che il punto E sia preso sull’ 
Fig. 66. asse delle ascisse AP, fig. 66; resulterà da ciò 


=0 , c 


(gm'\-nx) z 1 mx-\-nx * 

/ A - \» T il ‘ ® > 

(A — n) A —n 
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equazione, la quale riduccsi dopo lo sviluppo a 
| m ma A. fi a A - — ' o 3 

• somministra 

ìm 

A y, 

v — ma — na 

Questa espressione presentasi sotto una forma 
immaginaiia ; ma essa può divenir re^/e col mezzo 
dei valori particolari, che riceveranno le quan- >, 
tità m , n , ed a ; e ciò succede per tutt i i casi ove 
la posizione del punto E,e~la natura della curva 
permettono di condurle una tangente da questo 
punto. 

tSp. V’è ancora un caso, nel quale la con~ 
dizion di contatto si semplicizza molto; questo è 
quello ove il punto dato essendo sulla curva me- 
desima, si confondecol punto medesimo di contatto. 
Infatti, se il punto E passa in M, fig. 65 , vi Fig. 65. 
sarà allora tra «, e £ la medesima relazioneche 
tra x, e y sulla curva AC, vale a dire che 

£* = ma -{- na ’, ovvero C 1 — - ma • — na 1 = o ; 

ciò, che ridurrà l’etjuazione (1) alla seguente, 

£ A — %m — = o , 

.... . fjm-j-na. 

di dove ricaveremo A = -5 • 

£ 

* \ 

Tal è l’espressione della tangente dell’angolo, 
che dee fare coll’asse delle ascisse la retta TM 
affin di toccare la curva AG. 

la posizione di questa retta sarchhc data 
in una maniera più comoda mentre se ne cono- 
scesse un secondo punto ; e quello , che . si offre 
più naturalmente , si è il punto T ove dessa in- 
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contra l’asse delle ascisse, e pel quale y = o 
nell’equazione y — £ = A(x — u) ( 85 ). Resulta 
da ciò • 


— £ = A (x — «), e 



la quantità x—ot. essendo la differenza delle 
ascisse de’ punti M, e T, denota la porzione PT 
dell’asse AB: ponendo dunque per A il suo va- 
lore , avremo 


C* 

PT = j - (*). 

gwt na 

La linea PT si chiama la suttangente ; ed 
allorché essa è costrutta , si ottien la tangente 
unendo il punto M, ed il punto T con una retta. 

160. Aflin di conoscere l’espressione della 
suttangente per ciascuna delle curve di secondo 
grado in particolare, serve di paragonar succes- 
sivamente l’ equazioni 

y*=px— P ~x z , y'=px- \- P - x\y 1 ==px 


coll’ equazióne y z =mx-\- nx*. Osservando, come 
qui sopra , che a, e £, denotanti le coordinate 
del punto di contatto situato sulla curva, hanno 
tra loro le medesime relazioni che x, e y , e 
sostituendo in conseguenza per £ 2 il suo valore, 
troveremo , per la prima equazione appartenente 
all’ellissi , 


* 


(*) Nella Figura PT è la somma delle lineo AT, 
cd AP, perchè l’ ascissa AT del punto T ò negativa 
per rapporto all’ascissa AP del punto M (76). • 
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donde 


PT = — 


_ 2a£ L_ 

p(a—a) 


2 ,aa—ct z 



per la seconda equazione appartenente ali' iper- 
bola , 

P 

donde PT — _ . 2aa ~h* Z . 

p(o-j-ee) a-j-se * 

per la terza finalmente appartenente alla para- 
bola , 

n 

aG 1 

m = p , 7i = o, donde PT= — »ct 

P 

Quest ultima espressione, la più semplice 
delle tre, fa vedere che, nella parabola la sùttan- 

gente è doppia dell’ ascissa. Il segno , dal 

quale eli’ è affetta, nello stesso modo che 1’ 
altre, fa vedere eh’ essa debb’ essere presa sull’ 
asse AB a partire dal punto P verso del lato ove 
si portano le x negative ; ma siccome la forma delle 
curve indica sufficientemente da qual lato -dee 
cadere la suttangente, io farò d’ora in avanti 
astrazione dal segno della sua espressione. 

La costruzione delle due prime espressioni 
non offre molto maggiore difficoltà : si ha per 
1' ellissi r 


. .2 act — a 1 

a—xl 2o — et Ha. = PT , 

a — « 

per l’iperbola 
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a~\-ct * 20+ a lì = PT : 

^ ■ I " Ct ^ 


così il tutto riducesi a trovar delle quarte propor. 
zionali. 

E cosa ben notabile die il secondo asse b 
non entra punto in queste espressioni ; ne resulta 
che , per una medesima ascissa , la suttangente è 
la medesima in tutte l’ ellissi, le quali hanno il me- 
desimo grand’asse , e che altrettanto succede a 
riguardo dell’iperbole. L'Ellissi si cangia in Cir- 
colo allorché b—a\ si può condur la tangente 
alla prima di queste curve col mezzo di quella 
della seconda ; poiché, se si prolunghi l’ordinata 
j,.. jg pm , fig. 56 , fino all’ incontro del Circolo descritto 
* sul grand’asse, e si tiri la'retta nT taugente a 
quest’ ultimo nel punto n , la suttangente pT con- 
verrà pure, dietro a ciò, ehé precede al punto 
m dell* ellissi, la cui tangente s’otterrà in conse- 
guenza unendo il punto T col punto m. Avrebbesi 
una costruzione simile per l’iperbole qualunque 
partendo dalle suttangenti dell’ iperbola equila- 
tera ( 1 28). 

161. Quando si ha la suttangente egli è fa- 
cile di dedurne l’ espressioni della tangente , della 
sunnormale , e della normale : questi sono i nomi, 
Fig 65 . c ^ e s * danno alle linee TM, PM, e MB, fig. 65 , 
La prima è la porzione della tangente compre- 
sa tra il punto di contatto, e l’asse dell’ ascisse; 
la seconda è la parte dell’ asse delle ascisse com- 
presa tra il piede dell’ ordinata PM, ed il punto R 
ove una retta condotta perpendicolarmente alla 
tangente pel punto M incontra quest’ asse ; final- 
mente la terza è la lunghezza medesima di questa 
perpendicolare misurata dal punto M sino all’ asse 
delle ascisse. 
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1. ° Pel triangolo TMP , rettangolo in P, si ha 

MT =\/ PM+Pt! 

2. ° I triangoli PMT, PMR simili tra loro, 
come essendo formati dalla perpendicolare PM ab- 
bassata dall’angolo retto del triangolo TMR ret- 
tangolo in M , daranno 

° a 

PM 

PT : PM : : PM ; PR , di dove PR 

> 

Z° Resulta dal triangolo MPR, rettangolo 
i n P , 

MR — v/mP^PR . 14 

Egli è manifesto che queste formule conven- 
gono a tutte le curve, e che afdn d’ applicarle all* 
ellissi, per esempio, fa di mestieri por nella pri- 
ma , e nella seconda, in luogo di PM , e di PT, 
i valori relativi a questa curva; indi col valor, 
che otterremo per PR, e coll’altro di PM forme- 
remo quellodi MR : bisognerà operar nella stessa 
maniera per rapporto all* iperbola , ed alla pa- 
rabola. Io mi limiterò a riportar qui i resultati di 
queste sostituzioni, le quali non hanno per loro stesse 
alcuna difficoltà. Per l’ellissi 


P R— — (a— «),MR=l/ — (a actr—ct 4 )-f- — . (<* * <*)*} 
« r a , or 


per l’ iperbola 


17 
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per la parabola 

PT=2fli, , MT:=V pa.-\-Si u 1 , 


PR =3P, MR=V / p«+|p s . 

Si ottengono de’ resultati nn poco più sem- 
plici a riguardo delle due primo corre allorché 
si contan le ascigse a partir dal centro; cosa, 
che non può farsi a riguardo della terza , la quale 
n’è priva (128). Affin d’ arrivare a questi re- 
sultati, serve di fare a = a — et nell’ellissi, e 
«=«' — a nell’ iperbola (t 3 f)j et sarà la nuova 
ascissa presa a partirsi dal centro : queste sosti- 
tuzioni , e le riduzioni , che ne seguono , essendo 
effettuate, conseguirem per l’ellissi 



per Piperbola 


“1®" 


PR=-*' 

a 


b* 

0 +- :«'*• 


162: Per quanto elegante debba compa- 
rire il metodo qui sopra impiegato per condur le 
tangenti alle curve di secondo grado, credo non 
dover passare sotto silenzio le soluzioni sintetiche, 
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che gli Antichi hanno date di questo Problema, 
ed io vado ad esporle succintamente. 

1. ° Pel punto M preso sull’ ellissi ,fig. 52, con - F| g- Se- 
durremo i due ragg) vettori FM, e F'M'; pro- 
lungheremo l’uno de’ due, per esempio F'M, 
d’una qua.. ;tilà MG eguale a FM ; tireremo in 
seguito FG ; e la retta MH , perpendicolare sul 
mezzo di FG , sarà tangente nel ponto M ; poi- 
ché dessa non avrà che questo punto di comune ■ 
colla curva. Infatti, se si prenda un altro punto 
qualunque N su questa retta, e si tirin le rette 

FN , F'N , avremo 

F'N + NG:>F'G; 

il che riducesia 

F'N -f FN > F'M -f- FM > II' , 

poiché, mediante la costruzione, MG =FM, NG 
=sFN ; e siccome egli è facil vedere che, pei 
punti posti al didentro dell'ellissi, la somma 
delle distanze di ciascun punto dai fuochi è mi- 
nor del grand’ asse , segue da ciò , che precede , 
che il punto N è fuor dell’ ellissi , perchè la somma 
de’ suoi raggj v ettori è maggiore dell’asse II'. 

Questa costruzione dimostra pure che gli 
angoli FMH , F'MN formati dai raggj vettori, 
r dalla tangente , sono eguali , e che la normale 
condotta dal punto M dividerebbe in due parti 
eguali T angolo FMF'. 

2. ° Allorché il ponto proposto è sull’ iper- 
bole ,/ig. 53 , fa di mestieri portare il più piccol Fi e- 53 - 
raggio vettore FM sul più grande F'M , e non sul 

suo prolungamento : terminando la costruzione, 
come qui sopra , avremo per questo caso 

F'N < F'G + NG < F'G + FN , 
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donde ne segue 

F'N — FN < F'G < F M — FM ; 

il che dimostra che il punto N non è sull’ iper- 
bole. Desso non è posto nell’ interno di questa 
curva; poiché bisognerebbe, perchè ciò succe- 
desse, che la differenza delle distanze da cia- 
scuno de’fuochi sorpassasse il grand’asse. Infatti, 
se si tiri F'm , si ha 

F'm — F/» = F’m -j- M m — FM ; 
e siccome F'ot-J-M»* sorpassa F’M, ne segue 
F'm — Fm > F'M — . FM. 

L’eguaglianza degli angoli FMH , e F’MH , 
ovvero RMN, resulta ancora da questa costru- 
zione. 

2>.° Allorché il punto M è sopra una parabola, 

54, non v’ è che un sol raggio vettore; ma 
l’altro è rimpiazzato dalla retta QM para Iella 
all’asse IB, ed il punto Q tien luogo del punto 
G, poiché QM=FM. Considerando in seguito un 
punto N posto avanti, o dopo il contatto, si ha 
nel medesimo tempo QN , e FN>GN; il punto 
N è dunque fuor della curva. 

Dalla costruzione suddivisata deducesi l’e- 
gnaglianza degli angoli FMH, QMH; e fa di 
• mestieri osservare che l’ultimo è eguale a NME, 
formato dalla tangente, e dalla retta ME para- 
lella all’ asse IB. 

Se si applicasse il calcolo a queste costru- 
zioni, si troverebbero i resultati ottenuti nel rium." 
precedente. 

I<53. La considerazione delle tangenti dell’ 
iperbola conduce ad una particolarità notabilis- 
sima, dalla quale resulta che quantunque il suo 
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proviene 


corso s’estenda all’ infinito, ciascun de’ suoi rami 
resta nulladimeno sempre compreso trai lati d’un 
cert’ angolo, senza poterli arrivare giammai, 
così come si vede nella Figura 67. Questa cir- g, 
costanza, la quale si è presentata in un’altra ma- 
niera nel n.° 118, si ritrova ancora osservando 
l’andamento della suttan^ente PT a misura che 
il punto di contatto M s’avauza sulla curva, e s’al- 
lontana dal punto I, ovvero, eh' è la stessa cosa, 
a misura che l’ascissa OP aumenta. Denotando 

a a 

x — a 

OP per x 3 si ha (161) PT= ; e siccome 

J* 

PT = OP — PT , 

OT =zx‘ 

x x 

Si vede evidentemente da tal resultato che 
più x aumenta, più OT diminuisce, e più il punto 
T 8’ avvicina al ponto O, al quale frattanto esso 
jion può giammai giungere , poiché una frazione 
non può mai divenire assolutamente nulla fintan- 
tochèil suo numeratore non si distrugge ; il punto O 
dee dunque essere riguardato come ii limite, verso 
del quale il punto T tende quanto mai mediante il 
progresso dell’ascissa. Bisogna esaminare adesso i 
cangiamenti, che prova nelle medesime circostanze 
l’angolo MTP, il quale determina la situazione 
della tangente per rapporto all’ asse delle ascisse. 

La tangente trigonometrica di quest’ angolo ha 
per espressione 

, MP bx 

e prendendo, la forma allorché si 


V'-? 
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dividono i suoi due termini per x , essa tende ne- 

b . 

cessariamente verso la quantità — a misura che 

a 

2 

la frazione — diminuisce, ovvero a misura che x 
x 

aumenta ; V angolo MTP non può dunque dimi- 
nuire indefinitamente ; ed il limite, a cui esso non 
•può mai arrivare, ma al quale esso si approssi- 
ma quanto mai, è l'angolo EOI, la cui tangente 

.0 trigonometrica è — : l’iperbola non può dunque 

arrivar mai a toccare la linea EO, per quanto 
prolungate si suppongano entrambe. 

Affine di costruire F angolo EOI , fa di me- 
stieri prender sull’ asse II' un’ascissa a piacere, 
il semi-asse 01 per esempio; ed il triangolo ret- 
tangolo EOI dando EI=OItangEOI , avremo 

EI = OI X — =^, * 

a 

poiché 01 = 30 . Inalzando dunque nel punto I la 
perpendicolare EI=ò, la retta OE,la quale unirà 
i punti O, ed E, sarà il limite di tutte le tan- 
genti del ramo IR dell’ iperbole: io ho digià detto 
che questo limite si chiama asintoto. Egli è ma- 
nifesto che n’ esiste un secondo Oe posto al disotto 
dell’asse II', faciente con quest’ asse il medesimo 
angolo che il primo , e che serve di limite alle 
tangenti del secondo ramo II, 

364. Non sarà inutile di far vedere come 
si passi dall’ equazion dell’ iperbola relativa ai suoi 
assi a quella, che ha luogo per rapporto agli asintoti. 
Per questo, si conduca pel punto M, paralella- 
niente all’asintoto Oe , una nuova ordinata QM , 
e si faccia QQ=fi , QM=« ; l’ angolo EOI cora- 
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preso tra l’asse dell»t, QO, o quello delle x , 

Of 

II’ , avrà ©videntemenLe per coseno ÓÉ’ P er 86 ' 

IE 

no } e siccome 
UL 


01 


= a, IE— 0E= Voi a -f U?~Va-+b\ 


ne resalterà ( 122 ) 


m : 


n ■ 


vV -}- b' ’ ” Va'-tb 1 

Considerando in seguito l'asse della u , Oe , tro- 
veremo 

cos eOI = — . * Ben «01 «s= — ; 

Oe Ue 

e siccome Oe = OE, Ietes — IE, conseguiremo 
a — b 

p— -■ =Zt q=- -====-', 

Va*-\-b x V a* 

e, per le formule generali 

xz=^mt-\-pu, yz=nt-\~qu, 
otterremo . 

o(e-|-u) b(t*~u) 

X ~~V a ì + b 1> y ^V7 r J^b : 

Sostituendo questi valori nell’ equazione 
b'x'—aY=ab\ * 
dessa si cangerà, dopo le riduzioni, in 

t » 

— i^ 7 T = 1 J ovvero = 
a -J-o 
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Quest’ ultima equazione , simile alla tra- 
sformata della pagina 189, pone in tutta evi- 
denza la proprietà, di «cui godon gli asintoti; 
poiché se ne ricava 


»==^ 




ovvero 


a 



il che dimostra che l’ordinata QM va sempre 
diminuendo a misura che il punto Q s’allontana 
dal punto O, ma eh’ essa non può mai divenir 
nulla. 

Allorché l’ iperbola proposta è equilatera (128) 
la tangente dell’angolo EOI, espressa da 
i , ' 

riducasi allora a 1 ; ciascun asintoto fa in 

’ a ( • 

conseguenza coll’asse II 1 un angolo eguale a o f , 5 , 

ed i due assi comprendon tra loro un angolo retto. 
L’equazione divenendo Cii = fa l , 

fa veder che il prodotto delle coordinate r,edu 
é allora uguale alla metà del quadrato del semi-as- 
se trasverso 01. < 

È a proposito l’osservare che, 6e si condu- 
cano pel punto 1 le rette 1 D, ed ld, respettiva- 
mente paralelle ad Oe, e ad OE , formeremo una 
losanga , di cui i lati ID,e I d saranno, per rap- 
porto agli asintoti, le coordinate del punto I si- 
tuato sull’asse; avremo in conseguenza 


ip jp =*=*(«* 4-n, 

dì dove ricaveremo 
ed in generale 

QOXQM^Ìp! \ 
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Nel caso dell’ iperbola equilatera la losanga , 

0 rombo D d diviene un quadrato ; poiché l’angolo 

DOd è retto. * 

Il quadrato ID, equivalente al quadrato 
della iamma dei semi-assi dell’ iperbola , è ciò, 
che gli antichi Geometri denotavano sotto il nome 
di potenza dell’ iperbola. 

1 65.*Egli è manifesto che, se si prolunghino 
le linee MP, «PM', ordinate relative all’asse li', 
fino all’incontro degli asintoti OE, ed Oe , le parti 
MR, e M'R' di queste ordinate intercetto tra 
ciascun ramo della curva, ed il suo asintoto sono 
eguali tra loro: la medesima proprietà ha luogo 
rispetto a una retta qualunque condotta per qual* 
sisia punto dell’ if>er boia ,se si tiri, per esempio, 
MN', avremo GM=G'N', qualunque sia la posi- 
zione, che abbia MN'. Affin di convincersene, 
comincierò da osservare che 

bx 

PR = PR' ;= , 

a 

• ‘ MR = PR — PM - (x-^Vx'—a ') , 

MR'=PR' 4-PM = -(^c + v' x z — a*) f 

a 1 

, " . . > MRXMR'=ò\ 

Condurremo in. seguito pel punto N' la retta SS' pa- 
rafila a MM'; i triangoli simili RMG, SN'G 
daranno 

gm : gn' ; : mr :N's; 

1 triangoli simili G'N'S' , e R'MG' daranno 

G'M :G'n'::mr' :N's'i 
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moltiplicando queste due proporzioni per ordine 
conseguiremo 

GM XG'M .* GN'XG'N' : : fllRx MR' : N'SXN'S' ; 

e siccome in virtù di ciò , che precede, si ha 

MRXMR'=i% N'SXN'S' =0*, 

□e concluderemo 

GM X G'M = GN' X G'N': * 
ponendo in luogo di G'M, e di GN' i loro valori 
G'N'-|- MN', GM MN', e facendole riduzio- 
ni, le quali si presentano dopo le moltiplicazioni 
indicate, avrem finalmente t 

GMX UN' = G'N' X MN', ovvero GM s G'N'. 
166. Col soccorso della proprietà ,ch’è stata 
dimostrata, si descrive assai semplicemente l’iperbo- 
la per punti allorché si hanno gli asintoti, ed un 
sol punto M. Si tira da questopunto un gran nu- 
mero di rette, come MN'jsi prende la porzione GM 
compresa tra il punto M, e l’asintoto, che n’è il 
più vicino, per portarla da G' in N'; e ciò dà un 
nuovo punto N' della curva cercata. 

Quando s’hanno gli asintoti si trova la di- 
rezione dell’ asse II' dividendo in due parti eguali 
l’angolo, ch’egsi formano; e siccome la tangente 
dell’angolo EOI dà il rapporto dei semi-assi a, 
eb (i 63), egli è facile dvterminar queste quantità 
allorché si conosca un punto sol dell’ iperbola. 
— 2 b 2 — a 

L equazione PM = — ( OP _<**) immediata- 
a ' 


mente a = 


*_ À ’XOP — PM' 


A* 


, rappresentando per 


A la quantità 






\ 
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167. Oltre l’i per boia , di cuii rami sorto K.IJ-, 
e KIT, le linee OS, ed OS' comprendono pure 
un’altra iperbola HLA , H'L 'ti descritta negli al- 
tri due angoli, che formano queste rette, di ina- 
nierachè l’asse trasverso 11' della prima è il se- 
condo asse della seconda, la quale ha per asse 
trasverso LL' secondo asse della prima. La rela* 
zione , che hanno tra loro queste due curve , le 

‘ ha fatte chiamare iperbole coniugate : desse hanno 
la madesima potenza , e Conseguentemente la 
loro equazione è la stessa a riguardo degli asin- 
toti : solamente l’angolo di queste linee, ovvero 
delle coordinate, differisce dall’ una all’ altra. 

168. Abbiaci veduto dalla forma dell’ equa- 
zione del Circolo che bisognavan tre punti per 
determinarlo : la medesima considerazione s’ ap- 
plica ad una curva qualunque; ed è manifesto 
che debbon essere in generale tanti punti qnanti 
coejjicienti necessari contiene l’ equazione della 
curva richiesta. L’ equazione 

ky 1 -f Bxy + C* 1 4- D r ■ -f Ex = F , 

la quale appartiene alle curve di secondo grado 
in generale, essendo posta sotto la forma 

y^^bxy^cx-^dy^ ex =/, 


non contien altro che cinque coefficienti b , c,d , 
e, ed f', bisogneranno dunque cinque punti per 
particolarizzare la curva di secondo grado da 
essa rappresentata. Infatti , se le coordinate di 
questi punti son respetti vamen te 



formeremo le cinque equazioni seguenti 
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G 1 -\-bczG — ]- cx~ -j -dG -\-ecc == f ) 

G' 1 4 -b»Z +c«' 2 -j -dG' + «»' =/; 

C"‘ + bu"G" -fca" 2 +<&" 4 -e«" =/, 

. +c«' ;,a +dr' -j-w" =/, 

C >,,, 4^' # "C , '' / +c«"" , 4-dC' w + ea""=/; 

Non avendo altro fine che di dimostrar la possi- 
bilità della determinaziou delle lettere b t c, d. 



porterebbe seco quest’operazione, pei quali si può 
consultare l’Opera del Sig. Puissant , citata alla; 
pag. 171 , e vi troveremo sopra questo soggetto, 
e sulle sue applicazioni le particolarità le più im- 
portanti; mi limiterò a far osservare che queste 
equazioni posson divenire contradittorie tra loro 
in certi casi particolari. Se succedesse, per esem- 
pio, che tre de’ punti dati fossero in linea retta , 
non sarebbe possibile di far passare una curva 
di secondo grado per questi punti ; poiché nessuna 
curva di questo grado non può aver più di due 
punti comuni con una medesima retta (167). 

Si concepisce che quando la curva è data di 
specie , e di posizione son necessarie meno con- 
dizioni per determinarla. Per esempio, affin di 
terminare di particolarizzare un’ellissi, il cui 
centro , e il grand’ asse son dati di posizione , non 
si ha bisogno che di due punti; poiché si può al- 
lora prendere questo centro per l’ origine delle 
coordinate, e questo grand’asse per quello delle 
ascisse ; e l’ equazione a'y 2 -|-6*x 2 = o 2 ò 2 , relativa 
a questo caso , non contiene che dne coefficienti 
a, eb, i quali si determinano col mezzo dell’ 
equazioni 

a 2 e 2 4 .6V 
' sr'+JVWi*. 
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169. Io ho dimostrato, pel n.° 73, che l’e«> 
qnazione di secondo grado si costruiva col mezzo 
d’ una Circonferenza di Circolo , e d’ una Retta 5 
e nel n.° io 5 che le due radici erano date 
dalle duo intersezioni, che possono avere tra loro 
queste linee; di manierachè si considererebbe l’e- 
quazione proposta come resultante dall' elimina* 
zion d’ un’ incognita tra due equazioni a due in- 
determinate, l’una appartenente allaRetta, e 
1 * altra al Circolo ; se si generalizzi questo punto 
di vista , avremo il mezzo di costruire dell’ equa- 
zioni d’ un grado qualunque. 

Infatti, se V abbia, per esempio, 1 * equa- 
zione 


x 4 — -{- c z x—d* = o , 

la quale può rappresentare qualunque equazione 
di quarto grado, da cuis’è fatto sparire il secon- 
do termine, egli è permesso supporla prodotta dall’ 
eliminazione d’ un’ incognita^ tra due equazioni di 
secondo grado continenti nel tempo medesimo x , 
ed y , e appartenenti in conseguenza a due curve. 
Trovar queste equazioni è un Problema indeter- 
minato ; poiché v’è un’infinità di sistemi d’equa- 
zioni, i quali posson condurre alla proposta. Se 
ne prende dunque una arbitrariamente. Sia x'z=zpy\ 
avremo 


x 4 =py; 

e sostituendo nell’ equazion proposta, conseguiremo 
p *y* — b 'py + C J x — d + = o, 

ovvero 


b 1 


d 4 


r*— — v — o. 

P ^P P 


« 
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Egli è facil di riconoscere che quest’ equazio- 
ne appartiene ad una parabola (128); e per por- 
la sotto ia formala più semplice, serve far disparire 
il termine moltiplicato per y ; ciò, che si effettue- 

b 1 

rè prendendo • 

Avremo, dopo la sostituzione, 

r»\ c ' x b 2±V' 0 . 

* :+ P ' 4p* 

questo resultato, il quale può scriversi così 




ib* -j— 4d* 


4 C 




fa vedere che la parabola , coi esso appartie- 
ne , ha per parametro la quantità jp e chele a- 

scisse contate a partir dal vertice sono eguali alla 

ò 4 4- 4d 4 

differenza tra la quantità — r — , e le ordina- 

4 c a 

te della prima parabola, nella quale x =pjr. 
Infatti, se si porti perpendicolarmente all’asse AB 
Fig. 68. dell’ ascisse, fig. <58, e dal lato delle ordinate po- 
• r b 1 

sitive una distanza AA'=- — ,la retta A'B', con- 
dotta paralellamente ad Al^, sarà 1’ asse, a partir 
dal quale si debbon prender le y' . Il vertice della 
parabola, di cui jr' denota l’ ordinata, corrisponden- 
do al punto ove si ha^ ==:o , il che succede quan- 

* , à 4 4-4d 4 . 

do x= - — , bisognerà fare AL) = — ; — 9 

. 4c 5 • 6 4c 5 

ed avendo inalzata DI ad angolo retto sopra AB, 
il punto I sarà il vertice della seconda parabola 
GIH ; A'I ne sarà l’asse; e conoscendo il suo pa- 
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rametro , non vi sarà cosa più facile che di costruir' 
la per punti seguendo il metodo dal aura . 0 i35. 
Quanto alla prima parabola EAP data dell’equa- 
zione x z =zpy, egli è manifesto eh' essa ha il suo 
vertice nell’origine A delle coordinate, e per asse 
quello dellejy, àC. Allorché dessa sarà costrutta, 
i punti M , M', M", M'", ove la medesima incon- 
trerà la parabola GIH, avranno delle ascisse e- 
guali alle radici dell’ equazione proposta; poiché 
per questi punti i valori di x soddisfanno nel me- 
desimo tempo alle dae equazioni 

p> a — b'py c’ x — d* = 0, 

dalle quali resulta la proposta. 

La quantità p introdotta dall’equazione della 
prima parabola restando indeterminat a, può, per 
semplicizzare la costruzione, ricever qualunque va- 
lore, che le vorremo assegnare , eccettuato lo zero. 

Affin di rappresentare il caso più generale, 
ho disposto l’equazion proposta, e la Figura in 
modo che le due curve s’incontrassero in quattro 
punti j ma questa circostanza non avrà luogo 
che fintantoché 1 * equazion proposta avrà le sue 
quattro radici reali. Se, per esempio, l’asse A'I 
della parabola GIH cadesse al disotto di AB, ciò 
che succederebbe se il termine b~ py avesse il se- 
gn° poiché bisognerebbe fare allora yz=zy 
4 l 

• — » non vi sarebbero che due intersezioni al 
2 P . 

P*ù 3 poiché egli è ben chiaro che il ramo IH non 
potrebbe più incontrar la parabola EAF : in certi 
casi ancora la curva GIH si troverà tutta intera 
al disotto di EAP; ed allora le radici della pro- 
posta saranno tutte immaginaria 
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Del rimanente si vede da questa costruzione, 
come dalla teoria dell’ equazioni , che l’equazione 
di quarto grado non pùò avere che un numero 
pari di radici reali', poiché le due parabole EA.F, 
e GrIH non posson tagliarsi che in due , o in quat- 
tro punti. 

170. Segue pure da ciò che il Circolo ,e la 
Linea retta non incontrandosi in più di due punti, 
tìon posson risolvere che dei Problemi suscettibili 
d’ esser ridotti a dell’ equazioni di secondo grado, 
e non potrebbero in conseguenza bastare per quelli, 
i quali passano questo grado , tali come i Pro- 
blemi della duplicazione del cubo, e della tri- 
sezione dell’angolo, sì famosi presso l’Antichità. 

Pel primo si tratta di trovare il lato d'un 
cubo , il cui volume sia doppio di quello d’un 
altro cubo dato. Se a è il lato di quest’ultimo, e 
or il lato dell’altro, avremo quest’equazione 

x J =2 a J , ovvero x* — aa 5 =o. 

Per paragonarla alla proposta, è necessario 
ridurla al quarto grado; il che si farà moltipli- 
candola per x; ed avremo 

x 4 — — o: • • 

paragonandola con x* — ò s x 1 -{-c , .r— <d 4 = 0, con- 
seguiremo 

£ = 0, c 5 = — 2 a 1 , d=c. 

Liquazioni delle parabole da costruire saranno 

in conseguenza x 1 ~pj —~x-, e, se si pren- 

p 

da p=a, esse diverranno 

•r* = ay , y* = 2 ax : 

la seconda curva avrà un parametro doppio di 
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quel della prima. Queste curve passeranno ambe- 
due per l’origine A ,fig. 69; poiché avremo jk=o, Fig, 69. 
y=o nell’ una, e nell" altra al medesimo tempo: 
desse si taglieranno, e quest’intersezione darà 
x=o; radice, la quale proviene dal fattore in- 
trodottosi per inalzare al quarto grado l’ equa- 
zione da costruirsi. La Figura dimostra che non 
si può avere inoltre che una sola radice reale AP; 
ed infatti abbiamo veduto negli Elementi d’ Al- 
gebra che l’equazione x ì —2a ì =0 non ne ha 
davvantaggio. 

• , 

171. Il problema della trisezione dell’angolo 
ha per oggetto di dividere un angolo , ovvero un 
arco in tre parti eguali; il che s’effettuerebbe fa- 
cilmente se conoscendo la corda o il seno d’ U n 
arco si ottenesse la corda o il seno del suo terzo. 

Questo problema non è che un caso particolare 
della teoria della multisezione degli angoli , che 
io non posso qui esporre , ma di cui ne troveremo 
le basi nell’Introduzione al Trattato del Calcolo 
differenziale , e del Calcolo integrale ; il problema 
suddetto ponesi in equazione col mezzo delle formule 
del n.“ li , le quali danno 

AcosA 5 — SI^cosA 
cos 3 A = 3 

tv 

Se si riguardi cos 3 A come dato, e si prenda 
cos A per l’incognita, avremo, facendo cos 3 A == a, 
e cosÀ=,x, questa equazione 

la quale essendo moltiplicata per x, e paragonata 
coll’equazione 

i a Jf l -j-c’x— -d 4 = 0 
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darà 

6 l =$ R*,c ? = — d 4 = o. 

Avremo ancor qui un’ intersezione nel punto 
A corrispondente alla radice ar = o; ed i tre al- 
tri punti d’intersezione daranno le tre radici dell’ 
equazione 

* J — f R 2 * — iR*« = o. 

Sembra a prima vista che non dovrebbesi a- 
vere che una sola radice reale , e che non v’è che 
"una sola maniera di dividere un arco in tre parti 
eguali ; ma riflettendoci con un poco d’attenzione 
riconosceremo che vi sono tre archi , i quali deb- 
bono soddisfare al problema proposto } poiché gli 
archi 3A, 2x-{-3 A , 4t-|- 3A, i quali hanno il me- 
desimo coseno (£3), essendo divisi per 3,. sommi- 
nistrano i valori 

x — cos A, x = cos(§T-{-A),:e =:cos (f t-|-A), 

essenzialmente diversi (*). Non se ne può avere 
degli altri, perchè gli archi 6t-\-ZA, 8t-{- 3A , ec., 
i quali hanno pure il medesimo coseno c^e A, 
essendo divisi per 3, conducono agli archi 2 t-}-Aj 
, ec. , e perchè 

C08(27T— (-A)=COsA, COS (2T-}~! T-(-A)=C 08 (! T-j-A) J 

ec. 

172. Prima che i metodi d’approssimazione 
fossero arrivati al grado di perfezione, al quale 
essi sono stati portati oggigiorno, i Geometri s’ap- 
plicavano molto alla costruzione dell’ equazioni» 


(*) L’equazione suddivisala cade infatti nel caso 
irriducibile. ( Vedete il Complemento desili Elementi 
d' Algebra ). 
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e facevano tutti i loro sforzi per effettuarla col 
mezzo delle curve le più semplici, ovvero le più 
facili a descriversi. Così Halley diede un metodo 
per costruire 1* equazioni di terzo , e di quarto 
grado col mezzo del Circolo, e della Parabola, e 
questo metodo ha qualche vantaggio su quello 
del n.° 169 in ^Rche il Circolo, il quale rim- 
piazza una delle Parabole, si descrive eoo un mo- 
vimento continuo : ma il pochissimo uso, che si 
fa adesso di tali costruzioni , mi dispensa dalle par- 
ticolarità a questo riguardo; io non ne indicherò 
in conseguenza che il solo spirito. 

Ponendo l’equazione d’ una Parabola sotto la 
forma x*=my , e l’equazione generale del Cir- 
colo essendo 


(*— p)‘+(r — f) a = r * (94), 

se si sviluppi quest’ ultima , e se n’ elimini^ me- 

x 1 

diante il suo valore — ricavato dalla prima , 
otterrem l’equazione 

>* 4 — 1»(3^— m)x*~- <im % px— (r* — p*— 0*)j»*s=so , 


simile all’ equazione da costruire 

ar 4 — — d 4 = o , 

ed avremo, affin di determinare le quattro quan- 
tità incognite m, p, q , e r, le tre equazioni 

h z = m(aq — m) , 
c* =—2 ni 1 p , 

’ d 4 =(r»-p*-^)m* : 

potremo in conseguenza disporre d’una di queste 
equazioni affine di Bemplicizzare i «alcoli. - * 



<* 
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Se facciasi, per esempio, m=zb t otterremo 


? = *» P = — 


2 b 


* 9 


>=4+p'+i'-. 


valori facili a costruirsi , e che daranno la posi* 
zione del centro , ed il raggio del Circolo da de* 
scriversi unitamente alla Parabola, che sommini- 
stra 1* equazione x x =by. Io non entrerò punto nella 
discussione dei casi , i quali potrebbero eeigere 
un’ altra scelta nel valore assegnato ad una delle 
due incognite, e terminerò questo Trattato coll’ 
esposizione d’ un metodo , il quale riunisce al van- 
taggio d’applicarsi a 11’ equazioni d’ un grado qua- 
lunque quello di dipingerei resultamenti ottenuti 
analiticamente col mezzo della teoria della com- 
posizione dell’ equazioni. 

Affine di fissare le idee, supporrò che 
l’equazione da costruire sia solamente e-J-àa s 
-\-cx x dx ì c= o , e farò 


y = a b x -}- ex* -{- dx* . 

Poiché nei punti , ove la curva rappresentata da 
questuiti ma equazione incontrerà 1’ asse delle a- 
•cisse, avremo y = ©, ne segue che le ascisse 
di questo punto saranno le radici dell’equazione 
proposta ; il problema sarà dunque ridotto a 
costruire la curva , di cui si tratta il che è facile, 
dopo aver resa la sua equazione omogenea resti- 
tuendovi le potenze dell’unità (71). Otterremo 
difatti 


'{ I 


y— 




dx* 
n 


> } 


resultato, di cui ciascun termine costruirebbesi 
separatamente col mezso delle linee proporziona- 
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li (68) ; ma ecco on mezzo di oollegare tra loro 
in una maniera comoda queste differenti operazioni. 

Condurremo, 70, Tasse AB delle ascisse ; Fi* 9*. 
per F origine A alzerem perpendicolarmente a 
quest’asse la retta AC, la quale sarà l’a9se delle 
y • ed avendo preso sulla prima le parte AD=/i, 
e condotta DE paralella ad AC, porterei» cu 
quest’ ultima delle parti 

AF = a, ,FG = b , GH = c, HI = . 

tireremo in seguito IR paralella ad AB j unire- 
mo i punti H, e K con una retta, la quale ta- 
glierà in L la linea PR alzata perpendicolar- 
mente ad AB sull’ascissa AP=x; condurremo 
ML paralella ad AB,affin di determinare sopra 
DE il punto M, il quale uniremo col punto G; 
pel punto N , ove MG incontra PR , tireremo ON 
paralella aneli’ essa ad AB; ed unendo il punto 
O col punto F , la retta OF darà sopra PR un 
punto Q tale che P Q=y. 

Infatti si ha, pei triangoli simili 1 KH, e 
H'LH, 

ir («) : h'l (*) : : hi (J): hh'=~, ; 

Ti» 

donde 

dx 

GH' = GH + HH'=c-f — . 

Dai triangoli IFMG, e G'NG resulta 

H'Mf/i) : g'n (*) : : gh(<m-^) ; C^'=~ +— . 

ed in conseguenza 
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, FG' = FG+GG , =i4- C -4-~. 

n n 

Finalmente dai triangoli G'OF, F'QF si conclude 

G'O (») : f'q (x) : : FG'(* + c ; + ^) : f r=* • 


bx 


ex 


t~=r4 


dx l 


.1 » 


n » n 

- • 

ciò , che somministra per ultimo resultato 

bx ex * dx % 


PQ=AF'=AF-{- FF'=a • 




n ' 


Estenderem senza pena questo metodo al caso, 
ove l’equazione proposta avesse un numero qua- 
lunque di termini; ed allorché avremo ottenuto 
un numero sufficiente di punti per caratterizzar 
1 ’ andamento della curva, riconoscerem facilmente 
di quante radici reali questa equazione sia suscet- 
tibile. . 

174. Se il corso della curva sia tale come lo 
1. rappresenta la linea XEGILY y fig. 71, dessa in- 
contrerà cinque volte 1 ’ asse delle ascisse t ed in- 
dicherà in conseguenza che l’equazione, da cui 
ella deriva, ha un simil numero di radici reali : 
quest’ equazione non potrà essere d" un grado in- 
feriore al quinto. L’equazione proposta sarà 

a-\-bx-\~cx 1 '-^dx'’~\-ex*-^fx* ec. = © , 
e quella della curva da costruire 


y =ss «-)-ò.r-{-cx a -{-dx* ex* -\-Jx f ec. 

Egli^ manifesto che i valori numerici dell* 
ordinata* non sono altra cosa che i resultati, 
i quali ricavansi dall’ equazione proposta dando 
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a x i valori corrispondenti alle differenti ascisse, 
che gi sono scelte arbitrariamente : la curva 
XEGILY offre dunque in qualche maniera P e- 
quivalente della Tavola , nella quale questi resul- 
tati fossero scritti, ma con questo vantaggio che 
in virtù della legge di continuità , la qual si com- 
prende meglio nelle linee che nei numeri, gli in- 
tervalli tra due sostituzioni successive si riempiono 
colla maggiore facilità. Avendo calcolato, per 
esempio, le ordinate P'P, Q'Q, RR moltissimo 
prossime le une all’ altre, ed unendo le loro e- 
stremità con un tratteggio continuo senza angoli 
nè piegature , s’hanno in una maniera molto pre- 
cisa le ordinate intermedie. 

Osserveremo l.° che, poiché l’equazion della . 
curva non contiene che delle potenze intere , e po- 
sitive di jc, ciascun valore di questa indetermi- 
nata non darà per y che un sol valore , il quale 
sarà finitolo limitato lintantochè lo sarà x,ma 
che y sarà suscettibile di prendere degli ac- 
crescimenti indefiniti , ovvero illimitati, allorché 
a: ne riceverà de’ tali, e che in conseguenza la 
curva XEGILY debb’ estenderai all’infinito da 
ciascun lato dell’ asse AG delle y. 

2.° L’ispezione sola della Figura fa veder 
che la curva XEGILY non potrebbe passare da 
un lato dell’asse AB all’altro senza incontrare 
quest’ asse , ovvero, analiticamente parlando, 
che l’ordinata y noh può cangiare di segno 
senza prima divenir nulla (*); dal' che ne segue 


(*) Ciò è vero in questo caso perchè l’espressione 

a 

y e senza denominatore; ma , se si avesse yzz- la soc- 

X 

cession de’ valori acr-j-i, , e xzz — 1, darebbe 
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che, se due sostituzioni fatte nell’equazione pro- 
posta danno due resultati di segno contrario, e - 
siste necessariamente una radice reale compresa 
trai valori di x impiegati in quelle sostituzioni. 

3.° Se si prendano sulla medesima curva due 
punti posti dal medesimo lato per rapporto all’ 
asse AB, vi sarà sempre tra loro un numero 
pari d’intersezioni della curva, e di quest’ asse; 
Se ne vedono infatti due tra E, ed I, quattro 
tra E , ed Y ossia tra X , e L , ec. ; ovvero 
non ve ne sarà alcuna , così come succede tra P, 
ed I. Al contrario vi sarà certamente un numero 
impari d’ intersezioni se i punti, che si considera- 
no , son posti da differenti lati, come lo sono X, 
•ed E, X, ed 1, X, ed Y, ec. Da ciò resulta 
questa Proposizione analitica. Tra due valori di 
x, i quali per la loro sostituzione nell’ equazion 
proposta danno due resultati del medesimo segno, 
non si pud avere che un numero pari di radici 
reali; e n’avremo un numero impari se questi re- 
sultati sono di segni diversi, 

4® Finalmente succede qualche volta che me. 
diante una serie di relazioni , che possono aver tra 
loro i coefficienti a, b, c , d, e,f, ec, , due in- 
tetsefciorti consecutive , come K. , eì, ravvicinan- 
dosi continuamento , vengano a Confondersi , e la 
parte IKLMY della curva prendendo la forma del 
tratteggio punteggiato IL i altro non fa che toc- 
care l’asse AB; allora le due radici rappresen- 
tate da AK., èd AVI divengono eguali tra loro, 
ed all’ascissa AL', Vedesi facilmente che , se l’e- 


vcS-J-e, y=;“, ovvero infinito, e «—a. È in questa 
o / 

maniera ohe i ramidell’iperbola considerata trai suoi a* 
fintoti son collegati tra loro (jao). 
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quazione propoèta non avesse altre radici reali , 
la curva, ohe ne deriva, non taglierebbe il suo 
asse in nessuna parte, e che non si potrebbe per 
conseguenza far cangiare di segno il primo mem- 
bro di questa equazione in virtù d’ alcuna sosti- 
tuzione. Non accederebbe lo stesso nel caso ove 
tre intersezioni si riunissero insieme; la curva ta- 
glierebbe almeno una volta l’asse tanto prima 
quanto dopo ; e per convincersene , serve vedere 
ciò , che resterebbe di questa curva se i tre punti 
H, K , e M , ovvero F , H , e R venissero a con- 
fondersi in uno solo. Segoendo queste considerazioni 
riconosceremo che, per la riunione d’ un numero 
pari d’ intersezioni , la cnrva derivata dall’ equa- 
zione proposta può trovarsi tutta intera da un 
medesimo lato dell’ asse , ma che questa circostanza 
non ha inai luogo allorché il numero delle inter- 
sezioni , confuse in una sola, sia impari; e ne con- 
cluderemo da ciò che allorquando un’equazione • 
non ha per radici reali che un numero pari di 
radici eguali , egli è impossibile di riconoscerne 
l’esistenza per alcuna sostituzione. 

Spesso l'ispezione d’un piccol numero di punti 
della curva serve per indicare lo spazio , ove dessa 
s’approssimi il più all’asse delle ascisse: allora* 
moltiplicando in questo spazio il numero de’ punti 
determinati, s’arriva ad assicurarsi se vi sia un 
contatto , ovvero vi siano delle interseizioni , e se 
in conseguenza 1* equazione proposta abbia delle 
radici rigorosamente eguali, ovvero solamente poco 
differenti le une dall’ altre : in questo caso la 
costruzion della curva serve tanto a facilitare la 
risoluzione numerica, quanto a schiarirne l’an- 
damento particolare. 
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Continente i primi Principi dell’ Applicazione 
dell’ Algebra alle Superficie curve , ed alle Cur- 
ve di doppia curvatura. 

Ossesvaziosi. Io credo dover prevenire i Lettori poco abituati 
a questo genere di considerazioni eh’ essi troveranno nel Comple- 
mento degli Elementi di Geometria le notizie preparatorie indi- 
spensabili per l’ intelligenza di ciò, che segue. 

Equazione del Piano, e della Linea retta. 

175. La maniera più comoda per istabilire la po- 
sizione ,d’ un punto qualunque M nello spazio, 
fig-fl 5® quell» foprojettarlo in primo luogo sul piano 
B AC, dato di posizione, abbassando su questo pia- 
no la perpendicolare MM',e di riportare in se- 
guito la proiezione ai due assi AB , ed AC, per- 
pendicolari tra loro, col mezzo delle coordinate 
AP, ePM'. Ciò riducesi a riportare il punto stesso 
ai tre piani BAC, BAD , e DAC perpendicolari tra 
loro', poiché le coordinate AP , e PM' situate nel 
piano BAC rappresentano le distanze MM'", e 
MM" del punto proposto M dai due altri piani DAC, 
e BAD. Le rette AB, AC, AD, seguendo le quali 
i piani coordinati BAC, BAD , DAC si tagliano 
due adue, sono gli assi delle coordinate, e si di- 
stinguono tra loro mediante la lettera, la quale deno- 
ta la coordinata , che loro è paralella. Così, facen- 
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do AP=^f 2 :,PM'=^- , M'M = z, la linea AB sarà 
l’asse delle x, la linea AG quello delle e la 
linea AD quello delle z. 

I piani coordinati stessi ricevono delle deno- 
minazioni consimili. Il piano BAG si chiamerà il 
piano delle x, e delle y 3 perchè desso contiene le 
coordinate x, e y. La proiezione M" del punto 
Msul piano BADessendo riportata ai due assi AB. 
ed AD per mezzo delle coordinate AP = x , PM" 
=JM/M=z, questo piano sarà denotato sotto il no- 
me di piano delle x,e delle z. Finalmente la pro- 
iezione M- "del punto M sul pianoDAG essendo ri- 
portata agli assi AG, ed AD per mezzo delle 
coordinate AQ=PM'=j, e QM"'=M'M= z, 
questo piano sarà denotato sotto il nome di piano 
delle y t e delle z. 

Fa di mestieri osservare l.° che le coordinate 
y, e z son nulle nel tempo medesimo per tutti 
i punti dell’asse delle x, cioè AB; che lo stesso 
succede a’riguardo delle x,e? relativamente all’as- 
se deJlej- , cioè AG, e delle x, e delle y riguardo 
all’asse delle z, ossia AD. 

52.° Che per tutti i punti del piano BAG la 
coordinata z è nulla, e eh’ essa ha un valor co- 
stante in tutti quelli d’ un piano qualunque para- 
lello a questo primo; di tal maniera che quest’ 
equazione z = c, allorché dessa è sola, e che non 
si ha alcun’ altra determinazione concernente le due 
coordinate rimanenti x, e y, debb’ essere riguar- 
data come denotante tutti i punti del piano con- 
dotto paralellamente a BAG, ad un» distanza egua- 
le a c. Vedrem parimente che y è nullo per tutti 
i punti del piano BAD , e che l'equazione del pia- 
no , che si condurrebbe paralellamente a questo 
primo, ad una distanza b , sarebbe y — b. 

Se si riuniscano insieme le due equazioni z=c , 
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= vale a dire, se si supponga ch'esse abbiati 

luogo nell’istesso tempo, le medesime denoteran- 
no una retta paralella ali’ asse delle x, e condot- 
ta pel punto del piano delle y , e delle z, di coi 
le coordinate sonoc, e b\ poiché egli è facil vede- 
re che questa retta può essere riguardata coma 
l’intersezion di due piani regpettivaraente para- 
fili ai piani B AC, BAD. 

Finalmente nel piano DAC la coordinata xsarà 
sempre nulla, e x = a sarà l'equazione del piano 
condotto paraleliamente a questo primo ad una di- 
stanza eguale ad a. Le tre equazioni r = e, y = £, 
x=za essendo riunite , non possono appartenere 
ad altro che ad un sol punto, il quale si trova 
nell’ intersezion di tre pian» respettivamente para- 
fili a ciascuno de’ piani coordinati. 

176. Vado ad esaminare adesso cosa signi- 
ficherebbe una sola equazione tra due delle tre 
indeterminate x ,y, e z; e prendo, perpsempio, 
zr=. A.x. Si vede in prime fogo (87) che quest’ 
- equazione appartiene a una retta AN", fig. 73, 
a condotta nel piano delle x, e delle z, BAD $ ma 
dessa ha ancora un senso più esteso perchè , se si 
concepisca che la retta ‘AN" si muova parale Ila- 
mente a se stessa lungo dell’asse AC delle y, in 
qualunque posizione eh’ essa si fermi, 1’ ordinata 
z 3 ovvero M ’m presa nel punto qualunque M' si- 
tuato sulla retta PM', paralella ad AG , sarà 
eguale all’ ordinata P m" corrispondente nel 
piano BAD all’ ascissa AP = QM / . La retta AN* , 
mediante il movimento, eh’ io le suppongo, descrive 
il piano N"AC, il quale passa per le rette AN 1 ' , 
ed AC ; avrem dunque zc=Ax per tutti i punti 
di questo piano. 

Troverebbonsi delle conseguenze analoghe 
per gli altri piani coordinati prendendo delle 
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equazioni traile indeterminate , eh’ essi contengono; 
ma egli è meglio passare immediatamente ad un 
caso piò generale, e considerar l’ equazione z — 
Ax -f- By. 

Facendovi y =o , otterremo z= Ax, donde 
concluderemo che la retta AN" , la qnal si trova 
compresa in quest' ultima equazione , contien tutti 
i punti , che la superficie rappresentata dall’ 
equazione z=Ax~\-By ha di comune coi piano 
coordinato BAD, sul quale y. è sempre nullo, e 
che in conseguenza questa retta AN" è l’inter- 
sezione di questo piano colla superficie proposta. 

Allorché vi si fa x = o, b’ ottiene z =By; 
equazione, la quale appartiene ad una retta AN"' 
condotta per l’origine A nel piano DAG, e eh’ è 
l’intersezione di questo piano colla superficie rap- 
presentata dall’equazione s = Ai ~\~by. 

Se si concepisca adesso che la linea AN'" si 
muova paralellamente a se stessa lungo di AN"', 
essa descriverà il piano N"'AN"; e quand’ essa 
sarà arrivata in una posizione qualunque i»"M, 
la porzione Mw* dell’ ordinata M'M sarà eguale, 
• paralella a Qm" : avremo per conseguenza 

M'M = Vm" + Qm"' = Ax -f By = e ; 

donde resulta che il piano N'"AN", il quale passa 
per le linee AN", ed AN'", di cui l’ equazioni 
sono ■ 

z = Ax , z=By } 
ha egli stesso per equazione 

z = Ax -}- B y. 

Se il piano proposto , in luogo di passar 
per l’origine A, si trovasse in u na posizione G"'EG" 
determinata dalle linee EG", EG'" respetti vamente 
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paralelle ad AN", e ad AN'", egli sarebbe paralel- 
IoaN AN '*e prolungando l’ordinata di quest’ulti- 
mo fino a che dessa incontrasse il primo, avrebbesi 

, M'L = M , M+ML=M , M+AE: 

chiamando dunque D la distanza AE, e z l’ordi- 
nata M L , conseguirebbesi , dietro a ciò che pre- 
cede, 

z = Ajt-}- Bjr -j~ D. 

Tal è F equazione d’ un piano condotto in una 
posizione qualunque; ed è facile di convincersi 
eh’ essa rappresenta Fequazion generale del primo 
grado a tre indeterminate , poiché quest’ ultima 
non può essere che della forma 

XX -j- &y -J- y z -j- S = O ; 

dividendola poi per y , essa rientrerà nella prima 
allorché avremo posto 



Si vede dunque che il coejficiente y non ag- 
giunge nulla alla generalità dell’equazione : io lo 
conserverò nonostante affine di render le formule 
più simmetriche , e rappresenterò F equazione 
d’un piano qualunqne per 

Ax -j- Bjr -)- Cz -f- D = c ; 

ma bisognerà rammentarsi che in tutti i risulta- 
menti avremo una delle costanti , la quale potrem 
supporre eguale all’unità, ovvero determinarla 
per mezzo di condizioni particolari. 

177. Facendo successivamente x,y , e z nulli 
nell’equazione di questo piano, troveremo che il 
medesimo taglia quello delle y , e delle z in una 
linea, la cui equazione è Br-f-Cs -J- D=-oj 
quello delle x , e delle z in una linea, la cui equa- 
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zione è Ax -J- Cz -|- D — o ; e finalmente quello 
delle x , e delle y in una linea avente per equa- 
zione A x -{- B y -f- D = o. 

L’estensione de’ piani essendo indefinita, fa 
di mestieri concepire che il piano G^'EG^ sia pro- 
lungato dietro ai piani coordinati BAD,DÀC; 
desso incontrerà allora il piano BAC, e passerà 
disotto. Tutte queste circostanze possono leggersi 
nella sua equazione osservando che ciascuna delle 
indeterminate x , y , e z debb’ esser presa positi- 
vamente, e negativamente , e che , se le parti AB , 

AG , ed AD , fig. 72 , degli assi delle coordinate 
corrispondono ai valori positivi di queste quautità, 8 
le parti opposte Ab, Ac, ed Ad corrisponde- 
ranno ai valori negativi. Ciò può dimostrarsi su- 
bito mediante l’andamento delle linee situate nei 
piani BAC, BAD, eDAG: vi s’arriverebbe pure 
trasportando ciascuno di questi piani paraleila- 
mente a se stesso in modo da render positive le 
ordinate negative, che gli son perpendicolari, e si 
ragionerebbe allora come 1’ abbiamo fatto a ri- 
guardo dalle linee (76). 

Segue da ciò che si può distinguere in quale degli 
otto angoli trièdri, che i piani coordinati formano 
intorno del punto A, cada un punto proposto, 
per mezzo de’ segni , dai quali le sue coordinate 
sono affette : serve perciò d’osservare che allor- 
quando si prenda 

x , , 4- z , nell’angolo ABCD,ayremo 

-- x , --7, • — z, nell’angolo ABC<2, 

-f- Jf , — y , -j -z, nell’angolo ABDc, 

— x, -{ -y , -j-z, nell’angolo ACDò, 

- — y , — z , nell’angolo ABcrf, 

— x, — y , -j-z, nell’angolo ADòc, 

— -jf, -j-jp, t— z, nell’angolo AC bd , 

— Jc, — y, — z , nell’ angolo Abcd. 
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178. Una linea retta è data ogniqualvolta 
gi conoscon due piani , i quali la contengono , e 
de’ quali essa è allora l’intersezione , perchè le 
coordinate de’ suoi punti son cornani all’ equazioni 
di questi piani. Sien dunque 

Ax 4 -By -f- C z 4 -D = o (1), 

A'x 4 - B'jr 4 - C'a -{- D'== o (2) 

l’ equazioni de’ piani dati; riguardando le inde* 
terminate x, y , ex come aventi il medesimo, 
valore in queste due equazioni , non ne resterà 
che una sola , la quale possa prendersi arbitra- 
riamente, e le altre due calcolate in conseguenza 
della prima , faranno conoscere la posizione de- 
differenti punti della retta proposta. 

L’ equazioni (1), e (2) non sono le sole, le 
quali possono rappresentar la retta proposta ; poi- 
ché la medesima si trova in un’ infinità di piani 
diversi; ma si scelgono ordinariamente fra tutte 
1’ equazioni, eh’ essa potrebbe avere, quelle, le 
quali non conteugon che due delie coordinate x , 

X i e z. • , 

Eliminando successivamente x , y , ex trall 
equazioni (1), e (a) , otterremo le tre seguenti 

(AB— A' B)y — (CA— C'A)z +AD 7 — A'D — o , 
(BC — B 7 C> — (AB'— A'Bjx-fBD' — B' D = o , 
(CA 7 — C'A)*— (BC'— B'CÌH-CD' — C' D = o , 

le quali diverranno 

yy — £2 -HS = 0 (3)* 

ctz — yx 4 -e. = o (4) » 

Gx — ay 4-£= w)i 

facendo, per abbreviare, 

AB— AB = y , CA 7 — C 7 A = C , BC'— B'G = a , 
AD'— AD— S , BD — B'D = f , CD — G D^ £ , 
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Due qualunque di queste equazioni servono per 
rimpiazzare I’ equazioni (l) , e (2), e compren- 
dono implicitamente la terza. Infatti , se si mol- 
tiplichi l’equazione ( 3 ) per a, 1 * equazione (4) per 
€ , L'equazione 5 per 7, e si sommino i prodotti, 
troveremo 

ctS Se -}- 7 ^ — c ; 

resultato, che la sostituzione de’ valori di a , S, 
7, S, e, e f renderà identico , ovvero eh’ esprime- 
rà la condizione , alla quale debbono soddisfare 
queste quantità affinchè l’ equazioni ( 3 ), ( 4 ) ,e{ 5 ) 
essendo date a a priori possano appartenere alla 
medesima linea retta. 

L’ equazione ( 3 ), la quale contiene la relazione, 
che debbono avere tra loro le coordinate y 3 e z per 
tutti i punti della retta proposta, appartiene al 
complesso delle projezioni di questi punti sul piano 
dellejr, e delle z, ed è in conseguenza l’equazion 
della proiezione dellaretta propostasu questo piano 
( Compì, degli Elementi di Geom. n.° 4). Vedrem 
parimente che 1’ equazioue (4) appartiene alla 
projezione di questa retta sul piano delle x 3 e 
delle z, e che l’ equazione ( 5 ) è quella della sua 
proiezione sul piano delle x, e delle^.Due qualunque 
di queste proiezioni essendo date , la retta è in- 
teramente determinata : ciò si fa manifesto dall’ 
analisi precedente , e perchè la retta proposta 
altro non è che l’ intersezione di due qualunque 
de’ piani proiettanti ( Compì. 5 ), piani, di cut 
l’equazione è la medesima che quella della pro- 
iezione, sulla quale dessi sono inalzati (176). 

179. L’equazion generale del piano non con- 
tenendo che tre costanti necessarie , egli è ba- 
stante un egual numero di condizioni per 
particolarizzarla. Io indicherò successivamente 

*9 
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quelle di queste condizioni , le quali s’incontrano 
il più frequentemente , e tratterò nel tempo me- 
desimo i Problemi analoghi relativamente alle li- 
nee rette. 

Allorché bisogna far passare un piano per 
tre punti , di cui le coordinate sono 


x ,jr , * , x 


r ,* > * 


>n 


si pone successivamente 


X , X 


x'" in luogo di x, 

r\ y" , y" ia lu °g° di .r» 

' y , z", 9 "! in luogo di z 
nell’ equazion generale del piauo 

Ax B y -(- C* D = o , 

e s’ottengono le tre equazioni seguenti: 

Ax' -{- B/' C z -{- D = o s 

Ax" -[- B y" -f- C z" D = o , 

Ax'"-\-V>y"-\- Cz'" + D = o , 
col mezzo delle quali si determinano le quantità 
ABC-. 
i5> d’D’ 661 trova 
a • z'(r‘ '-r'")-* 11 XS-r" 

d 3 

B X'(z!' ^''\-x"{^z"^'\z!--z') V 

x'{j n z"‘-y n z"yx\y' z" -y' z)^x\yz -y" z’Y 

c - 

Egli è facil vedere che, se si volessero deter- 
minare 1’ equazioni delle proiezioni d’ una retta y 
la quale passa per due punti dati , v’arriveremmo 
in una mauiera analoga, col sostituir le coordinate 
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di questi punti nell’ equazioni generali 
~h a 3 y — bz-\~£ ì e si troverebbe di tal 


sgt 

x = at 
maniera 


■ ■ r '=-Jz^ (*-•') ’*-y=z~" (z - 2 ’) (»»). 


180. Per riconoscere quando due rette date 
sono in un medesimo piano , ovvero, ciò che ri- 
ducesi allo stesso, si tagliano, fa di mestieri as- 
sicurarsi se le indeterminate x, y, e z possono 
esser comuni alle quattro equazioni delle proie- 
zioni di queste rette (Compì. 19 ) ; ora «gli è ma- 
nifesto che eliminando x, y, e z, resterà un’ equa- 
zione, la quale esprimerà la bondizione, senza la 
quale 1 equazioni delle rette proposte non potreb- 
bero aver luogo pel medesimo punto. Sieno 

x = a z -j- a -v x = a z 4 - «' ■* 

jr = bz+£S yz=b'z + G'i 

l’ equazioni di queste rette; ne ricaveremo imme- 
diata niente 

az-\-ct=iaz -\-u s bz -}- £ — b'z C. 
ed eliminando z, otterremo 

( *'-,«) (b>—b) — (£'—£) (a’—o) = o. 

181. Due piani, i quali son paralelli, hanno 
le loro sezioni comuni con ciascun piano coordinato 
respettivaraente pàralelle tra loro ( Compì. i5): 
ma, se ri 

» * 

8*+Br+Cz+D=o, AV 4 -B>-(-C'.+D'=o 

rappresentano r equazioni di questi due piani, le 
loro comuni sezioni respettive coi piani delle x e 
delle* , e delle e delle * avranno perequazioni 

Ax+Cz-f D = o , A'x-f CVf D' o , . 

B^+Cz+D = o , B>-fC'z-fD' = 0 , ' 
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c non saran paraleile due a due che allorquando 
avremo 

A 

C""C' 




t 


Ricavando da queste ultime i valori di A',f di 
B', otterremo per l’ equazione del piano paralelio 
al primo 

r»' 

( Ax -j- B y -j- C z ) 4- D C. 

Ci 

Besta D' da determinarsi in questo resultato ; 
ora, supponendo che il piano cercato debba pas- 
sar per un punto, di cui le coordinate sieno x , 
y 9 e z , avremo 

( Ax' 4 ~ B \y' -j- C*') 4 " D = o ; 

togliendo quest’ equazion della precedente , D 
sparirà; e dividendo allora per conseguiremo 


A(x — x')-{-B(y — z ^ — °‘ 

Egli è a proposito d’osservare che riguar- 
dando A, B,C come delle quantità qualùnque, l’e- 
quazione suddivisala sarà comune a tutti i piani, # 
i quali passano pel punto proposto. 

Poiché due rette son paraleile allorché le 
loro proiezioni so ciascuno de piani coordinati son 
respettivamente paraleile ( Compì. 20), le loro 
equazioni saranno, in questo caso, della forma 

x = oz-yct\ X = az 4- a \ 
y =.bz y Gì y z=zbz-\-£' J 
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Se la seconda retta dee passare pel ponto, dt coi 
le coordinate sono x , y' , e z\ avremo, per de- 
terminare e C', l’equazioni 

x 1 = az -{- et, er' = bz' £' , 

dalle quali ricaveremo, operando al solito, 

x — x'=a(z— z') , y — y = b(z — z). 

182. Per trovar l'equazione d’ un piano per- 
pendicolare a una retta data, bisogna rammen- 
tarsi che le Comuni sezioni di questo piano con 
ciascuno de’ piani coordinati son perpendicolari 
alle projezioni della retta data {Compì. 32). 
Sieno 

x =. az. a. , y =.bz 
l’equazioni di questa retta , e 

Ax -|- E ìy -)- Cz -j- D = o 

quella del piano cercato : leconuni sezioni di quest’ 
ultimo sui piani delle x e delle z, e delle y e 
delle z saranno rappresentate da 


Ax -|- Cz -{-« D = o , ovvero x~. 
By Cz -j- D = o, ovvero/ = 


Cz D 
~ A~ A’ 

Cz D 

IT" - B ’ 


e perchè queste rette sieno perpendicolari alle 
projezioni della retta data , fa di mestieri che 
s’abbia 



Sostituendo i valori di 


A, e di B ricavati da 
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queste equazioni in quella del piano cercato, 
avremo 

C (ax-f- by -}~ e) D = C ; 

e se questo piauo debba passar per un punto , di 
cui le coordinate sono x ' , y' , e z , l a sua equa- 
zione diverrà 

t 

a(x — x) -f- b(y — y) + * — z' = o. 

Se l’equazione del piano fosse data, e si 
dimandasse quella della retta, che gli è perpen- 
dicolare, bisognerebbe allora rimpiazzare a , e b 
eoi valori qui sopra indicati : otterrebbesi 

x — .x =•£(*—*), y—y ( z— 2 ) « 


per l’ equazioni della retta perpendicolare al piano 
rappresentato da Ax-[~By-}-Cz-j-D=o , ed obbli- 
gata a passare pel punto , le cui coordinate sono 


,y, ez 


7 a, 183. La distanza del punto M, fig. 72, di 

cui le coordinate sono x,jy , e z, dall’origine A 
ha per espressione * . * 


Va/-}- PM ,a -}- MM*»' ^x*+ , y z -\-z z (Compì. 24). 

Quella di due punti qualunque M , e m s’ottie- 
ne prendendo PO=pot', M , N=J» , i»; "e conside- 
rando i triangoli /re , OM , J emNM, rettangoli l’uno 
in 0, l’ altro in N : ue resulta ^ 

m’M ,Z ~m’O a +Wd, mM iroN +MN- 

Dia denotando per x , y , z le coordinate del 
punto m, s’ottiene 


i 
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ed ogservando che wiNrrr/n'M' , si trota 

rnM =V(x— xV-k 

184. Ciò conduce all’equazion della sfera, 
poiché tutti i ponti della sua superficie debbon es- 
sere egualmente lontani dal suo centro; se si sup- 
ponga in primo luogo che il medesimo sia all’o- 
rigine , e che il raggio sia r, avremo in tutti questi 
punti 

** +.?•+■**== '*s 

e, se le coordinate del centro sono x , 7', con- 
seguiremo 

(x — xf 4- ( j— y )* + ( z — z 'f — r *- 

i8S- Ciò, che precede,, fa trovare in una 
„ maniera semplicissima l’espressione del coseno dell’ 
angolo compreso tra due rette date. Sieno 

X — x = a (z — z')\, x — x' — a (z — z')\ 
y — y' t=b (z — z) f , y —/ =2 b' (z—z J ) ì 

l’ equazioni delle projezioni di queste rette, le 
quali si taglian nel punto, di cui le coordinate 
sono x\y ’, e se s’ immagini eh’ esse si muovano 
paralellamente a se stesse, fintantoché il loro 
punto d’incontro sia nell’origine, il loro angolo 
non cangierà, e l’equazioni suddivisale si ridur- 
ranno a 

x =s az 4 x = a z ■> 

y = bz J y = b'z 1 * 

Se concepiscasi in seguito una sfera , la quale 
abbia il suo centro nell’origine , e di cui il raggio 
sia rappresentato per r, la distanza dei punti, 
ove la sua superficie taglierà ciascuno de lati 
dell’angolo cercato, sarà evidentemente la corda 
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di quest’ angolo. Troveremo le coordinate del punto 
d’incontro della prima retta colla superfìcie della 
sfera determinando x,y, e «col mezzo dell’e- 
quazioni di questa retta , e di quella della sfera; 
avremo in tal maniera 


ar 


br 


Vx+a'+b' Vi+a'+b'’ Vx+a'+b* 

chiamando x , y , e z le coordinate del punto 
d’ incontro della seconda retta colla superficie delta 
sfera , avrem parimente 

b'r , • , r 

y 


a r 


V\\^^b" . Vl+a'+b''' Vi 

L’ espressione del quadrato della distanza di questo 
punto dal precedente sarà (x—x'y-\-(y-~y')\ 
-|-(z — z'y , e ponendovi per x-— x , y—y ' , *— • = 
i loro valori, troveremo, dopo le riduzioni , 




2(l-^aa'-\-bb') 


Ma chiamando V l’angolo cercato , la sua corda 


T^fb^jì' 


sara 


'V/aR 1 — 2Rcos V (i3). 


R denotando il raggio; e facendo questo raggio = i, 
avremo pel quadrato della corda 2 ( 1 — cosV); 
poscia paragonando coll’espressione trovata qui 
sopra, nella quale faremo pure r=l , otterremo 

t+aa’-^bb' 


cos 


v = 


Sarà facile dedurre da ciò 
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V' f76'— («-»')•+(»— »')* 

senV= 

Affinchè le due rette proposte sieno perpen- 
dicolari. bisognerà che si abbia cos V =0, ed in 
conseguenza ì-j-ao -^~bb =0. 

186. Egli è qui il luogo di parlar delle rela- 
zioni , le quali esistono tra gli angoli , che fa una 
retta qualunque cogli assi delle coordinate, perchè 
desse si sono introdotte in seguito con molto suc- 
cesso nella Meccanica, e perchè la medesime danno 
più simmetria all’ equazioni di questa retta. 

Affin d’ arrivarvi col mezzo dell’ espressioni del 
n.° precedente suppongo che la seconda retta 
sia uno degli assi, per esempio , quello delle 
x : in questo caso avremo y — o, qualunque sia 
x ; così/i / =0. Osservando in seguito che dietro 
all’equazione x = o'r, a denota la tangente dell’ 
angolo , che fa coll’ asse delle z (86) la projezione 
della linea, di coi si tratta, angolo, il quale è 
retto quando questa linea coincide con l’asse delle 
x , vedremo che a' è infinito (24)- La supposizione 
di b =0 riduce immediatamente l’espressione di 
cosV a 

1 -\+aa 

1 • 

- Vd + o’-fi 1 ) ( 1-K 1 ) ' 

e dividendo i snoi due termini per <*', le daremo 
la forma 
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indi , facendovi a infinita , dessa diverrà 


y/i + a'+b* 

Tal è l’espressione del coseno dell’ angolo , che 
la prima retta data fa con l’ asse delle x. 

Troverem parimente per 1 ’ asse delle,/ , rap- 
porto ai quale a' = o, e b' è infinito. 


V\J r a‘ l J r b x 

Per P asse delle z, rapporto al quale a'=>o , 
e b'=. o, otterremo 


Vi^-yb'' 

Denotando respetti vamente per x, 6, y i tre 
angoli, dei quali ho indicati i coseni , avremo 

a „ h 
V 1 -j- a 1, -f- b x V 1 -a*-^-b z 

V Se si quadrino queste tre equazioni , e si som- 
mino, conseguiremo 

cos a 7 -f* cos C 1 cos y = ^ ^ | ^ — 1 » 

come lo abbiamo osservato nel n.° 69 del Compì . 
degli Elem. di Geom. 

187. L’espressione di cos y dando 

• ' cos y \ 
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>e si sostituisca questo valore in quelli di cosa, 
e di cos 6, ne ricaveremo 

cos a , coe€ 

0 = — , ^ — 5 

cos y cos y 

e 1’ equazioni della prima retta data diverranno 
,z')cos y = («—*') cos a . , 

— y'^ cos y = (z— z ) cos S. 

Se si sostituiscano i valori di a , e di & nell 
equazionedel piano perpendicolare a questa retta , 
cioè in 

a( x — x') -f- 0 (y — y) "I" ( a “ 2 ) = 0 (* 82 ) , 

otterremo questo resultato simmetrico quanto 
mai 

(x— -x') cos a -f* (y—y r ) cos 6 -f* (2 z ) coa y = °* 

Finalmente, se si declino per et y 6 , y gli 
angoli, che una seconda retta fa cogli assi delle 
coordinate, il che darà 

, cosa' ,, cos £' 
cos y * ‘ cosy 

l’espressione, la quale denota il coseno dell an- 
golo, che questa seconda retta fa con la prima (i85), 
si cangierà in 

cosV = cos a cos oi cos f cos £' -J- cos y cos y ' 

se si faccia attenzione che 

cos« 1 +cosC cosy * = 1 , eosa^-fcosC' *+cosy ' * = 1 . 

188. L’ utilità di queste formule può far de- 
siderar d’ ottenerle immediatamente ; il che è fa- 
cile mediante le considerazioni geometriche. 

i.° Supponendo che la retta data sia traspor- 
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tata paraleliamente a se stessa all’ origine delle 
f'g- 74- coordinate, e sia rappresentata da AMJig. os- 
serveremo che il triangolo APM è rettangolo in 
P , poiché il piano M'PM" è perpendicolare ali’ asse 
AB, e ne concluderemo 

„ . AP x a 

•OS PAM = - ^ 7 ===— ; ss:— .- 

AM Vx'+y'-j-z* Vi 

ponendo per AM = Vx^-^-y* -J- z 1 (i83), e per 
x t e y i loro valori az , e bz. 

Troverebbesi parimente 

cosQAM=^ = 


co8 RAM == 


AR z i 


AM 


Vx*+y*~t-z\ 

In tal maniera arrivefcbbesi immediatamente 
con questo mezzo alla relazione 

-—2 2 

cos PAM -j- cos QAM -j- cos RAM = 1 . 

2.° Il triangolo APM dà AP=AMcosPAM; 
avrebbesi parimente AR = AM cos RAM; e sic- 
come AR = PM", 8* otterrebbe 

AP cosPAM , x cosa 
PM 7 ' ^cosRAM * dl d ° V ® g^cosy* * 

rappresentando per a, è y gii angoli , chela retta 
AM fa coll’asse delle x, e con quello delle z. Avreb- 
besi parimente 

cos£ -, 


y 

z 


cosy 


C denotando l’ angolo compreso tra la retta pro- 
posta , e l’ asse delle y. 
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3° Finalmente s’indica qualche Tolta una 
retta per l’angolo MAM', eh’ essa fa colla sua 
projezione sul piano delle x , e delle y ,e per i an- 
gelo M'AP, che fa questa projezione con l’asse 
delle x. Sia 6 il primo angolo, e <p il secondo; 
avremo 

MM'=AM sen M AM', ovvero z = AM sen 0, 

AM '= A M cos MAM', ov vero AM '= A M cos 0, 
PM'c=AM'sen M'AP, ovvero y — AMcos 0sen <p, 
A P =AM'cos M'AP, ov vero x = AM cos 6 cos (p. 

Se si ravvicinino queste ultime espressioni di 
x, di y, ediz a quelle, le quali resultano dall’ 
equazioni , 

x cosa y cos € 

~z cosy* z cosy’ 

facendo attenzione che y, denotando l’ angolo 
RAM, è il complemento di MAM’, ovvero di 0, 
otterremo 

cos y = sen 0, coh£=cos 0 sen <p , cos « — cos 0 cos <p. 
Quadrando queste ultime equazioni, e somman- 
dole, ritroverebbesi pure* come qui sopra, 

cosy 1 -f- cos C 1 -f- cos = 1. 

Terminerò quest’articolo facendo osservare che 
tutte le dettò relazioni rientrano in tante solu- 
zioni di triangoli sferici rettangoli (58). 

189. 11 coseno dell’angolo, che due piani 
qualunque fanno tra loro, si deduce immediata- 
mente dal n.° i85; poiché quest’ angolo è eguale 
a quello, che fanno due rette condotte perpendi- 
colarmente a ciascuno dei piani proposti per un 
punto qualunque della loro comune sezione ( Com- 
plemento 46). Questi piani essendo rappresentati 
dall’ equazioni 
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Ax-J-B^-j-Cz-j-D^zo , A'x+B j-fCz-fD'ssQ , 

se si concepisca eh’ essi si muovano paralellamente 
a loro stessi, fino a tanto eh’ essi sieno arrivati 
all* origine delle coordinate , il loro angolo non 
cangierà, e le loro equazioni si ridurranno a 

Ax-j-Bjv-f- Cz = o , A'x Bj-j-C'z = o ; 

quelle delle rette, le quali condurremo perpendi- 
colarmente a ciascuno di essi per questo punto, 
saranno (182). 



B r B' 

y —q z » y z ; 


sostituendo dunque nell’ espressione di cosV, in 
luogo di a, e b } di a! , e V i calori, che danno 
queste equazioni, otterremo 

„ AA'4-BB'4-CC' 

cosV ■ ■ — . 

VCA'+B’+C 1 ) (A ,l 4-B' 1 -fG ,ì ) 

Se uno de’ piani proposti , per esempio, il 
secondo, fosse quello delle x, edelle^, pel quale 
si ha sempre z— o , egli è manifesto che A', e B* 
diverrebbero nulli in questa sopposizione, e che 
cosV ridurrebbesi a 

C 

Va'+b’+c*’ 

Troverem parimente che il coseno dell’ angolo 
formato dal primo piano proposto con quello della *- 
x , e delle z, pel quale si ha y=so } A'szo, e 
C'=o , sarà - " • \ ' 


Digitized by Google 



APPENDICE. 

B 


3 o 3 


VA*+B*-f.C l * 

e che il coseno dell’angolo del medesimo piano 
eoa quello delle,/ , e delle z , pel quale sihax=o, 
B' = o, C' = o, sarà 

A 

V'A 1 4- B 2 4- C 1 * 

Nel caso, ove i due piani proposti fossero 
perpendicolari tra loro, avrebbesi co«V = o, ed 
in conseguenza AA' BB' CC' = o. 

DELLE SUPERFICIE DI SECONDO GRADO. 

190. Le superficie, nello stesso modo che le 
linee , si dividono in ordini seguendo il grado 
delie loro equazioni. Il piano è la superficie di 
prim’ ordine, perchè la sua equazione non ascende 
che al primo grado. Le superficie di second’ or- 
dine gon tutte comprese nell'equazione 

Aa: 1 -|^B/ l -|-Cz 1 -|-2Dx/-|-2Earz-}-52iyzl T 

-j-2G.Z -|-2H/ -f-2K Z j ’ 

la più generale, che mai si possa formare nel 
secondo grado colle tre indeterminate x } y , e z. 

Risolvendo questa equazione, rapporto ad 
una di quelle lettere, per esempio, rapporto a z, 
troveremo 

Ex- 4 -Fr - 4 - K 
_ ± 

1 

C^{ (R^CLj-l-aCEK— CG)x-f 2 (FK— GH)/ 
+CE 1 — AC)a 1 -l-2(EF— (F 1 — BC)jr a J . 
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Questo resultato fa vedere che al medesimo putito 
del piano delle x, e delle y corrispondon due 
punti sulla superfìcie proposta , e che in conse- 
guenza ciascun de’ valori di t produce , mediante 
la sostituzione di tutti i valori possibili di x,e 
di y , una porzione di superficie, la quale è, per 
rapporto alla superficie totale , ciò che sono i rami 
d’u na curva a riguardo di questa curva : si dà 
a queste porzioni il nome di nappe. 

Osserveremo in primo luogo che la parte 
razionale del valore di z esprime Vordinàta d’un 
piano, il quale divide la superficie in due parti 
simmetriche ; poiché , se si facesser partire da 
questo piano le coordinate delia superficie po- 
nendo 

. . . ' 

l’indeterminata u avrebbe due valori eguali, l’uno 
positivo , e l’altro negativo : il piano, di cui si 
tratta, è dunque a riguardo delle superficie di se- 
condo grado, ciò, cb’è un diametro per rapporto 
alle curve di questo grado. 

Si formerebbe difficilmente l’idea della forma, 
dalla quale debb’ essere affetta una superficie, di 
cui si ha Inequazione, se non si considerassero 
che dei punti isolati; ma in luogo di questo 6’ im- 
magina un’infinità di sezioni fatte in questa su- 
perficie con dei piani, che per maggiore sempli- 
cità si prendono paralelli ad uno de* piani coor- 
dinati ; il corso di queste diverse curve essendo 
cognito, la loro continuità rende sensibile la forma 
della superficie proposta. 

Tutti i punti d’un piano condotto paralella- 
mente a quello delle x , e delie y ad una distanzi» 
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denotata per a, essendo compresi nell’ equazione 
essa , se sostituiscasi questo valore nell’ equazion 
generale delle superficie di secondo grado , il re- 
sultato 


A x’-f-By 1 -^zDxy ì , 

4.2(EafG)x+2(Pfl+H)rl 41 


& Ro— Ca* 


esprimerà la relazione , che hanno tra loro le co- 
ordinate del piano delle x, e delle y pei punti 
della superficie proposta distanti da questo piano 
della quantità a , ed apparterrà dunque, sul piano, 
delle x , e delle y, alla projezion della curva , 
nella quale il piano, di cui l’equazione è z = a, 
incontra la superficie di secondo grado : e sic- 
come questo piano è paralello a quello delle x , 
e delle y , egli è evidente che la sezione fatta 
nella superficie medesima non differirà dalla sua 
projezione sul piano , di cui si .ragiona. 

Prendendo per a diversi valori , avremo le 
diverse sezioni paralelle al piano delle x , e della 
y,se si faccia a = o, l’equazione resultante 


A-r*-}- By* 4-2lXrn T 
+ 2 Gx-faH y X* 11 " 


darà la curva di secondo grado, nella quale la su- 
perficie incontra questo piano. Si determinerebbero 
nella maniera medesima l’ equazioni delle sezioni 
paralello al piano delle x , e delle z t ed a quello 
delle y 9 e delle z. 

Si concepisce facilmente , e n’abbiamo d’al- 
tronde visto l’esempio sulla t sfera (i 84) , che le su- 
perficie, secondo ch’esseson poste d’una maniera 
più o meno simmetrica per rapporto agli assi delle 
coordinate, hanno dell’ equazioni più o meno sem- 
plici, e che in conseguenza, per analizzare le diffe- 
renti specie d i superficie , che può rappresentar l’e- 


20 
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qnazione generale di secondo grado, fa di me- 
stieri in primo luogo sbarazzarla dai termini, i 
quali non dipendono che dalla situazione parti- 
colare degli assi delle coordinate j il che può farsi 
tanto discutendo il radicalo d’una maniera analoga 
a quella, che abbiam seguitaa riguardò delle lince 
di secondo grado nei num.* ili — 120, quanto co- 
struendo delle formule generali per la trasforma- 
zione delle coordinate nello spazio, ed impiegando, 
come nei hum.ì 125 — 127, le quantità relative alla 
posizione degli assi onde semplicizza re tantoquarto 
è possibile la predetta eqaazion generale. S» può 
consultare per queste particolarità, le quali scon- 
finano interamente dagli Elementi , il primo fb- 
lume del mio Trattato del Calcolo dijjirenziale, 
e del Calcolo integrale. 

•191. Farò osservar solamente che si può Sca- 
vare dal num.° i85 l’equazione del cono retto., 
posto in una situazione qualunque per rapporto ai 
piani coordinati. 

^Infatti il cono retto essendo generato dal mo- 
vimento d’ una retta obbligata a girare intorno 
d’ un’altra, e facendo con essa un angolo costan- 
te, se si denotino per et, 6, y le coordinate del 
vertice, è si prendano per la retta fissa, ovvero 
per V asse del cono , 1' equazioni 

x — ct = a(z — y), 

■ ■ ■ y—Q = l{z—-y ) , 

per la retta mobile , ovvero pel lato del cono , 
l’ equazioni 

(x—ct)—a'(z—y ) , 

(y-~£)=bXz— y), 

il coseno dell angolo di queste due rette sarà 
1 -j- aa - j- bl>' 

v'ch-o ’-f 0 ’ • 
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siccom* esso debb’ esser costante. Io rappresentere- 
mo per c; indi osserveremo che a,eb , apparte- 
nendo all’ asse del cono, denotano delle quantità co- 
gnite, e che perciò 



z — y 


9 


b'. 


z-ry 


Sostituendo questi valori, formerem l’equazione 




y(, ig)'] 


la quale rìduceai facilmente a 

o(X— tt)-\-b(y— Q)-}~(z—y ) __ ^ ^ 

m V(x--xy+( r -e) 1 +(z~yy 

facendo per abbreviare V b 1 =m. 

Se si ponga il vertice all’origine delle coordi- 
nate, avremo 


(*) Egli è agevol vedere, che , se si facesse ziro 
in quest’ equazione, il resultato, il quale apparterrebbe 
alla sezione del cono fatta col piano delle e delle 
y, prenderebbe la forma dell’ equazion generale di 
secondo grado a due incognite , e si potrebbe con 
questo mezzo provare algebricamente l’identità delle 
curve di secondo grado collesezioni fatte in un cono 
retto da un piano : ma questa via sarebbe molto 
più complicataje men generaledi quella , che abbiam 
seguita noi num.» i 52 — » 5 ó, poiché vi abbiamo condde- 
rato un cono qualuuque. D’altronde il calcolo per 
un cono obliquo a base circqlare si trova nell’ Ap- 
pendi. x de Superficiebus posta alla fine del secondo Vo- 
lume dell’ Introducilo in Analjtin injinitorum d ’Euler, 
impresso nel 1748. * 
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*= o,C = o, y = o, 

• ■ 

ax-\-by~\‘Z 

• 

Se si faccia coincidere 1’ asse del cono coll’ 
asse delle z , otterremo a=o,ò = o, m=i, poi- 
ché abbiamo su queet’ asse y = o , x=o , qualun- 
que sia z ; e l’equazione suddivisala riducesi a 

z 

— - ; -=c, 

VV-J-jrVj 

dalla quale ricavasi , per l* inalzamento al qua- 
drato, 

. Z^l— C 1 )=C I (x’+ > y*). 

Facendo in questa equazione essa diviene 

n 2 (l — c 4 )= s { ’ (jc 4 +^ 2 )» 

equazione, laquale appartiene ad un Circolo , di 
cui il centro è nell’asse delle z, e di cui il rag- 

. nV'T^ c ' .. . , . . 

gio e — . oegue da ciò che tutte le sezioni 

c 

fatte da un piano paralelio a quello delle x, e 
delle y nel cono proposto , son de’ Circoli ; ciò che 
d’altronde è manifesto per la natura del conoii 
Ricavasi dall’ equazione di sopra 



egli è facil vedere cheV x ^ c * è it 8eno 
golo, che fa il Iato del cono coll’asse delle z, e 
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«he in conseguenza^/ = è la cotangente di que- 

st 5 angolo, ovver la tangente di quello , che la me- 
desima retta fa col piano delle x y e delle^. 

Se si volesse che il vertice del cono fosse in un 
punto qualunque dell 5 asse delle z , quest asse co- 
incidendo sempre con quello ;del cono , avrebbesi 


Facendo z, = o , otterremo l 5 equazion della 
curva, seguendo la quale il cono incontra il piano 
delle x, e delle y t e che si può riguardare come 
la base. Quest 5 equazione sarà 


ovvero 


y a (*— • *’) * , , 

— ^ — =- r » 

dessa appartiene ad un Circolo , di cui il raggio è 
yV i — c* 


Se si rappresenti per r questo raggio, avremo 


y s (i-e’) 


cr 


ey=: 


l 5 equazione 


f 
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cangiandosi allora ii 
cr 

z — , .== 

V x — c 1 < 

può esser posta sotto 
zV i — c l 
nel caso , ove o = i , essa ridueesi a 
r' = x'+y\ 

192. Quest’ ultima equazione, la quale altro 
non contiene che due delle tre coordinate, appartie- 
ne nulladimeno alla superficie cilindrica, aella quale 
trasformasi il cono allorché il suo vertice s* allon- 
tana infinitamente ; poiché c denotando il coseno 
dell’ angolo formato dalla retta generatrice del 
cono, e dai suo asse, l'ipotesi c = 1 rende quest’an- 
golo nullo, e stabilisce il paraleliismo delle due rette, 
di cuisi tratta : la prima girando intorno della se- 
conda descrive dunque la superficie d’ un cilindro 
retto perpendicolare al piano delle x, e delle y, ed 
avente per base su questo piano il Circolo, di cui il 
rancio è r, e di cui il centro è nell'origine delle 
coordinate. 

Ciò conduce a osservare che un’ equazione 
qualunque, la qual non contiene che due delle tre 
coordinate, e che non denotA che una curva sul piano 
di queste coordinate , appartien nello spazio ad 
una superficie; poiché la coordinata, la qual non en- 
tra in quest’equazione, trovandosi indipendente 
dall’altra» due, ha un’ infinità di valori per ciascun 
punto del piano citato; e questi valori corrispondono 
a tutti i pu riti della retta inalzata perpendicolarmen- 
te al piano coordinato pel punto, ohe vi si considera, 
11 complesso di tutte le rette inalzate di tal 


p endice. 



forma 

— cr — c\/ x*-\-y* ; 
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maniera su ciascun punto della éurvacostituisce una 
superficie cilindrica, prendendo questa denomina- 
zione in tutta feste Baione, che le abbiamo assegnata 
nel Complemento degli Elementi di Geometria . 

DELLE CERVE CONSIDERATE NELLO SPAZIO. 

Ip 3 . Allorché si ravvisan le curve nello spazio, 
esse resultati sempre dall’ intersezione di due su- 
perficie nello stesso modo che la linea, retta resulta 
dall’incontro di due piani (178). Si può, per esempio, 
indicare un Circolo dando la sfera , di cui esso fa 
parte, ed il pian, che la incontra. Supponendo che la 
sfera abbia il suo centro nell' origino delle coor- 
dinate , e che il piano sia qualunque, il sistema dell’ 


equazioni 

+**=>•* CO, 

A*-|-Br-f Cz=D (a) 

apparterrà al Circolo, seguendo il quale s’incon- 
trano la sfera, ed il piano proposto ; poiché questo 
sistema non converrà chea q neri soli punti, i quali 
si trovano nel tempo medesimo sopra f una, e F al- 
tre delle due superficie. 

Egli è manifesto che si poò trasformare il 
sistema dell’equazioni (1), (2) in un’ infinità d’altri, 
i quali sieno equivalenti; ma il più spesso s’eli- 
mina alternativamente una delle tre indeterminate 
x , y , ovvero », e si ottengono tra queste quanti- 
tà, combinate a due a due, tre equazioni, le quali ap- 
partengono alle projezioni defila curva cercata su 
ciascuno de’ piani coordinati. 

Nell’ esempio suddivisalo si ha 

, . /D — B y — C s\ % , 

'*+*+(■ — x— )= r! 
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due qualunque di queste equazioni danno la terza : 
desse appartengono (128) a dell’ellissi, le quali sono 
le proiezioni del Circolo su ciascuno de’ piani coor- 
dinati {Compì. 63 ). 

Affine di concepir chiaramente in qual manie- 
ra una curva è rappresentata dall’ equazioni delle 
sue projezioni fa di mestieri considerare che que- 
ste equazioni appartengono a delle supperficie ci- 
lindriche inalzate perpendicolarmente sulle prafr 
jezioni (192), nello stesso modo che l’ equazioni 
delle projezioni d’uua retta denotan pure i suoi pia- 
ni projettanti. ' - 

Segue da ciò che la curva proposta resulta 
dall’ intersezione delle superficie cilindriche inal- 
zate sopra due delle sue projezioni (Complem.yj). 

194. Nel maggior numerosi casi l’intersezione 
di due superficie curve non può avere tutti i suoi 
punti in un medesimo piano, e forma allora una 
curva a doppia curvatura ; tal è, per esempio, l’ in- 
tersezione d’ una sfera, e d’ un cilindro retto allor- 
ché l’asse dei cilindro non passa pel centro della 
sfera. 1 

Se suppongasi che la sfera abbia il suo centro 
nell’ origine/ e l’ asse del cilindro sia paraleilo a 
quello delle zecche la sua base, sul pianodelle x, 
e delle y t sia un Circolo, che passi per l’origine, ed 
avente per diametro l’asse delle x, l’ equazioni 
delle superficie continenti la curva proposta sa- 
ranno 

2 ax — x' 1 ~y z , 

ed avremo, perle projezioni inx t y t ed in x, z, 
2 ax — x*=zy* , 
zax^j-z 2 =s r*. 
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Il centro della sfera trovandosi sulla super- 
ficie del cilindro, la curva proposta potrebbe de- 
sscriversi fissando una pnnta di compasso sopra 
questa superficie, e facendo girar l’altra sulla 
medesima superficie con un’ apertura eguale al 
raggio della sfera ( Compierti . 77). 

Per trovarne tanti punti quanti vorremo , bi- 
sogna determinare le coordinate /, ere ol mezzo 
dell’ ascissa x mediante l’equazioni delle proie- 
zioni , le quali danno ‘ 

y = V 3 ax — x 1 , z = V r ' — 2 ax. 
Riconoscesi l’ estensione della curva proposta as- 
segnando i casi, nei quali queste coordinate divengo- 
no immaginarie : ora, non si trovano de’ valori reali 
per y che dsx = o sino a x = aa , e per z da x=o 
r* 

sino a x = — dal lato positivo , e da x=o sino 
2<z 

all’infinito dal lato negativo; ma egli è mani- 
festo che non bisogna prendere che la parte dell’ 
ascissa x comune alle due proiezioni t poiché serve 
che una delle coordinate divenga immaginaria 
perchè la curva sia arrivata al suo limite : dessa 

* r 1 

non s’estenderà dunque che dax=o sino a x= — . 

La considerazione delle proj e zio ni stesse con- 
ferma questo resultamene. L’equazione in x , e 
y appartenendo ai Circolo AE'FV, fig. 76, il 
quale serve di base%l cilindro, e quella, che 
contiene x, e z, appartenendo alla parabola H'Tà", 
di cui il parametro —2a, ed essendo la distanza 
r * 

AI = — , egli è manifesto che non si possono 
20 

impiegare nella descrizione della curva proposta 
che le porzioni E'Ae',e delle -sue proie- 

zioni corrispondenti sull’asse AB alla parte AL. 


Fig. 75. 
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195* In ultimo, per assicurarsi analiticamente 
che la curva proposta non è in piano, fa di me*' 
8tieri cercare 50 d essa non può essere 1* interse- - 
zinne d’uno de’ cilindri inalzati sulle sue proje • 
zioni per qualche piano. Denotando per 

A x -{- By -j- Cz = D 

l’equazione d’nn piano qualunque, la sua inter- 
sezione col cilindro inalzatosela parabola H"l'h ,r ‘ 
sarà rappresentata dall’ equazioni 

Ax -f- By -{- Cz = D , 

2<jx -j- z 1 — r* ; 

la proiezione di questa intersezione avrà per e- 
’quazione sul piano delle y % e delle z 

A ( 4 -By 4 - CgscD , 

e dovrà coincidere in tutti i suoi punti con quella 
della curva proposta sul medesimo piano delle y , 
e delie z , la quale è 



ora, ricavasi^ dalla precedente, 

2aD — Ar 1 — 2flCz-{-*Az* 

^ : 

bisognerà dunque che per tutti i valori di z si 
abbia 

✓2aD — Ar’— — 2flCz-j-Az*\* % % (r* — z’)’ 

\ Siali ) Z 4 a z 

Sviluppando questo resultato, gli faremo prender 
la forma > 

Pz 4 ‘-f Qz’ 4. Rz’ + Sz -t* T = o , 
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le lettere P, Q, R,S, « T denotando de’ coef- 
ficienti formati dalle quantità A, B, C, D; e 
perchè quest’ equazione sia verificata indipenden- 
temente da z, bisognerà che s’abbia separata- 
mente 

P==o, Q = o, R = o, S = o, T — o. 

Ci assicureremo, mediante l’eliminazione, che 
ciascuna di queste cinque equazioni non rientra 
nell’ altre, e che in conseguenza non si posson 
determinare i quattro coefficienti A, B, C, Din 
maniera da soddisfare et tutte nel medesimo tempo : 
non v’è dunque alcun piano, il quale possa com- 
prendere la curva proposta ; e , se si volesse de- 
terminare zper mezzo dell’equazione suddivisata, 
non si potrebbero avere al più che quattro valori, 
di talmanierachè la curva proposta non può 
esser tagliata da un piano in più di quattro punti. 


FINE. 


c 


1Ù7852 
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